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 چىیذُ:
گبلشویي هحلی ثذٍى ؿجىِ ثب تبثغ آصهَى ٍاحذ ثشای حل هؼئلِ خبثدبیی -دس ایي تحمیك، سٍؽ پتشٍف

ّبی پیچیذُ ثِ وبس سفتِ اػت. ثِ ایي هٌظَس، هؼبدلات پیَػتگی ٍ هَهٌتَم دس لبلت هؼبدلِ ٌّذػًِجیؼی دس 

تبثغ خشیبى ٍ هؼبدلِ چشخؾ ثِ ّوشاُ هؼبدلِ اًشطی، ثشای هؼبئل هختلف حل گشدیذُ اػت. ثشای اػتفبدُ اص 

تَصیغ ؿذُ ٍ ػپغ حَل ّش  ّب دس داهٌِ حلای اص گشُگبلشویي هحلی ثذٍى ؿجىِ، اثتذا هدوَػِ-سٍؽ پتشٍف

ؿَد. هؼبدلات حبون ثب هشة وشدى دس تبثغ آصهَى ٍاحذ ٍ گشُ حدن وٌتشلی ثِ ؿىل دلخَاُ دس ًظش گشفتِ هی

ّبی ؿًَذ. ثِ هٌظَس هحبػجِ اًتگشال ّب ثِ ؿىل هؼیف تجذیل هیگیشی خضء ثِ خضء سٍی حدن وٌتشلاًتگشال

گیشی گَػی اػتفبدُ ؿذُ ٍ هتغیشّبی هیذاى حل دس ًتگشالهَخَد دس ؿىل هؼیف هؼبدلات حبون، اص سٍؽ ا

ؿًَذ. ثب خبیگزاسی دسًٍیبثی دس ّش ًمٌِ گَػی ثب اػتفبدُ اص دسًٍیبثی حذالل هشثؼبت هتحشن، تمشیت صدُ هی

ؿَد. ثب ػَاس وشدى ایي  ؿىل هؼیف هؼبدلات حبون، هؼبدلِ هٌفلل ؿذُ ثشای ّش حدن وٌتشل حبكل هی

ّبی هیذاى ثِ ّوشاُ اػوبل ؿشایي هشصی اػبػی ثب سٍؽ دسًٍیبثی هؼتمین، دػتگبُ گشُ هؼبدلات ثشای توبم

گشدد وِ ثب حل ایي دػتگبُ هؼبدلات، همبدیش هؼبدلات هٌفلل ؿذُ خجشی ثشای هتغیشّبی هیذاى حبكل هی

ؿذُ ثِ صثبى  ای )تْیِسایبًِ گزاسی ثش ثشًبهِ ای هتغیشّبی هیذاى ثِ دػت خَاٌّذ آهذ. ثِ هٌظَس كحِگشُ

ّبی ػبدُ ٍ پیچیذُ هبًٌذ اًتمبل حشاست ّذایتی پبیذاس، خبثدبیی اخجبسی ٍ فشتشى( هؼبئل هختلفی دس ٌّذػِ

حل گشدیذُ ٍ ًتبیح حبكل ثب ًتبیح هَخَد، همبیؼِ ؿذُ اػت. دس اًتْب ًیض  خبثدبیی آصاد ثِ ووه ایي ثشًبهِ

ّبی خبًجی هَخی ؿىل، هَسد ّبی هشثؼی ثب دیَاسُحفظِاوؼیذ آلَهیٌیَم دس ه-خبثدبیی آصاد ًبًَػیبل آة

-ّبی دیَاسُهٌبلؼِ لشاسگشفتِ ٍ تأثیش ػَاهلی ًظیش وؼش حدوی ًبًَرسات، ػذد سایلی، تؼذاد ٍ داهٌِ ثشخؼتگی

ّبی هَخی ؿىل ثش خشیبى ٍ اًتمبل حشاست ًبًَػیبل هَسد ثشسػی لشاس گشفتِ اػت. ًتبیح حبكل اص ایي هٌبلؼِ 

ثبؿذ ٍ ًبػلت دٌّذ وِ ًبػلت هحلی سٍی دیَاسُ هَخی ؿىل داسای ًوَداسی هـبثِ پشٍفیل دیَاسُ هیًـبى هی

ّبی خبًجی هَخی ؿىل ووتش اص ًبػلت هتَػي دس هحفظِ هشثؼی ػبدُ خَاّذ ثَد هتَػي دس هحفظِ ثب دیَاسُ

 گشدد.    مبل حشاست هیٍ افضایؾ وؼش حدوی ًبًَرسات دس توبم اػذاد سایلی هٌدش ثِ افضایؾ ًبػلت ٍ اًت
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 12 ............ 6  ٍ  9  ( ثِ اصای 2  سٍی خي ) 59گشُ  MLSتبثغ ؿىل دسًٍیبثی  -29-9ؿىل 

ٍ  9  ( ثِ اصای 2  سٍی خي ) 59گشُ  MLSهـتك هشتجِ اٍل تبثغ ؿىل دسًٍیبثی  -22-9ؿىل 

  6 ................................................................................................................................................................................... 12 

 16 .............................................................................................................. ٌذػِ دلخَاُداهٌِ هحبػجبتی ثب ّ -5-2ؿىل 
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سٍی دیَاسُ پبییٌی هدشا دس خشیبى تحت تبثیش گشادیبى فـبس ثیي  
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خٌَى خشیبى ٍ خٌَى ّوذهب ثِ اصای همبدیش هختلف وؼش حدوی حدوی ثشای هحفظِ ثب دٍ  -96-6ؿىل 

 526 ............................................................... 521   دس 21 2   ٍ  9   ، 5حبلت -دیَاسُ هَخی ؿىل

ًوَداس ػشػت ػوَدی ثذٍى ثؼذ سٍی خي هشوضی افمی ٍ ػشػت افمی ثذٍى ثؼذ سٍی خي  - -91-6ؿىل 

، 5حبلت  -تلف وؼش حدوی ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی ؿىل هشوضی ػوَدی ثِ اصای همبدیش هخ

 521 .......................................................................................................... دساػذاد سایلی هختلف 21 2   ٍ  9   

 -ًوَداس تبثغ خشیبى ثیـیٌِ ثش حؼت وؼش حدوی ثشای ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی ؿىل -91-6ؿىل 
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ثب   5حبلت  -ای، خٌَى خشیبى ٍ خٌَى ّوذهب ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی ؿىلتَصیغ گشُ -21-6ؿىل 

 591 ..................................................................... 521   ٍ  5 2  دس    ثِ اصای همبدیش هختلف   5   

ثب   5حبلت  -ای، خٌَى خشیبى ٍ خٌَى ّوذهب ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی ؿىلتَصیغ گشُ -21-6ؿىل 
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ثب   2حبلت  -لای، خٌَى خشیبى ٍ خٌَى ّوذهب ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی ؿىتَصیغ گشُ -12-6ؿىل 

 522 ..................................................................... 521   ٍ  5 2  دس    ثِ اصای همبدیش هختلف   5   

ثب   2حبلت  -ای، خٌَى خشیبى ٍ خٌَى ّوذهب ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی ؿىلتَصیغ گشُ -15-6ؿىل 

 525 ..................................................................... 521   ٍ  5 2  دس    ثِ اصای همبدیش هختلف   9   

ثب   2حبلت  -ای، خٌَى خشیبى ٍ خٌَى ّوذهب ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی ؿىلتَصیغ گشُ -12-6ؿىل 

 522 ..................................................................... 521   ٍ  5 2  دس    ثِ اصای همبدیش هختلف   1   

ٍ   5   ًوَداس ًبػلت هحلی  سٍی دیَاسُ گشم ثشای هحفظِ ثب دیَاسُ هَخی ؿىل گشم  دس   -19-6ؿىل 

 529 ..................................................................................................... 521   ٍ  5 2  ّبی هختلف ثِ اصای   

ٍ   9   ًوَداس ًبػلت هحلی  سٍی دیَاسُ گشم ثشای هحفظِ ثب دیَاسُ هَخی ؿىل گشم  دس   -12-6ؿىل 

 529 ..................................................................................................... 521   ٍ  5 2  ّبی هختلف ثِ اصای   

ٍ   1   ًوَداس ًبػلت هحلی  سٍی دیَاسُ گشم ثشای هحفظِ ثب دیَاسُ هَخی ؿىل گشم  دس   -11-6ؿىل 

 529 ..................................................................................................... 521   ٍ  5 2  ّبی هختلف ثِ اصای   

ٍ   5   دس   5حبلت  -ًوَداس ًبػلت هحلی  سٍی دیَاسُ گشم ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی -16-6ؿىل 

 522 ..................................................................................................... 521   ٍ  5 2  ّبی هختلف ثِ اصای   

ٍ   9   دس   5حبلت  -ًوَداس ًبػلت هحلی  سٍی دیَاسُ گشم ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی -11-6ؿىل 

 522 ..................................................................................................... 521   ٍ  5 2  ّبی هختلف ثِ اصای   

ٍ   1   دس   5حبلت  -ًوَداس ًبػلت هحلی  سٍی دیَاسُ گشم ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی -11-6ؿىل 

 522 ..................................................................................................... 521   ٍ  5 2  ّبی هختلف ثِ اصای   

ٍ   5   دس   2حبلت  -ًوَداس ًبػلت هحلی  سٍی دیَاسُ گشم ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی -13-6ؿىل 

 521 ..................................................................................................... 521   ٍ  5 2  ّبی هختلف ثِ اصای   

ٍ   9   دس   2حبلت  -ًوَداس ًبػلت هحلی  سٍی دیَاسُ گشم ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی -62-6ؿىل 

 521 ..................................................................................................... 521   ٍ  5 2  ّبی هختلف ثِ اصای   

  1   دس   2حبلت  -ًوَداس ا ًبػلت هحلی  سٍی دیَاسُ گشم ثشای هحفظِ ثب دٍ دیَاسُ هَخی -65-6ؿىل 

 521 ................................................................................................. 521   ٍ  5 2  ّبی هختلف ثِ اصای   ٍ 

تلف ثِ اصای ثشای هحفظِ دس حبلات هخ   دس همبدیش هختلف    ثش حؼت  HTRًوَداس  -62-6ؿىل 

  2 5  ٍ   521 ................................................................................................................................................... 521 

 



 ب‌

 

 اٍلفصل 

 هقدهِ
 

 

ثِ ٍػیلِ  صیؼت ؿٌبختیحتی  یب صهیي ؿٌبختی، الىتشیىی ٍّبی هَخَد دس ًجیؼت، اػن اص هىبًیىی، ّوِ پذیذُ

هؼبدلات خجشی، دیفشاًؼیلی ٍ یب اًتگشالی لبثل تَكیف ّؼتٌذ. ّشچٌذ ثِ دػت آٍسدى حل تحلیلی ثشای ایي هؼبدلات، 

تؼذاد ثؼیبس ووی اص ایي هؼبدلات حل تحلیلی ٍخَد تٌْب ثشای  ،ِ دلیل پیچیذُ ثَدى هؼبدلات حبونث هٌلَة اػت اهب

 ؿبیبى روش اػت وِ .ؿَدّبی ػذدی اػتفبدُ هیاص سٍؽ ایي هؼبدلات تمشیجیثشای ثِ دػت آٍسدى حل  ثٌبثشایي داسد.

ثب اػتفبدُ اص ّبی ػذدی اهشٍصُ ثب تَخِ ثِ پیـشفت ػشیغ وبهپیَتشّب، هٌْذػیي ٍ هحممیي ثش سٍی اػتفبدُ اص سٍؽ

 ثشای حل تمشیجی هؼبدلات پیچیذُ تبویذ فشاٍاى داسًذ.وبهپیَتش 

   

 یّبی ػذدهبّیت سٍؽ -5-5

ّب ثِ ًبم ىدس تؼذاد هحذٍدی اص هىب دیفشاًؼیلیه هؼبدلِ  هتغیش ٍاثؼتِ ػبصیگؼؼتِ ،ایذُ اكلی یه سٍؽ ػذدی

ثب هتوشوض  ثبؿذ.لبثل حل هی ٍ خجشی ػبدُ ثِ دػتگبُ هؼبدلات هؼبدلِ )وِ دس حَصُ هحبػجبتی لشاس داسًذ( ٍ تجذیل 5گشُ

وِ دس حل دلیك هؼبدلِ دیفشاًؼیل ٍخَد داسد ثب همبدیش سا ای اًلاػبت پیَػتِّب، وشدى تَخِ سٍی همبدیش هَخَد دس گشُ

ٍ ثِ هؼبدلات خجشی حبكل اص  2ّبی اًفلبلسٍؽ ،ّبی ػذدیثِ ایي دػتِ اص سٍؽ اص ایي سٍ ،اینخذا اص ّن تؼَین وشدُ

 .ؿَدگفتِ هیهؼبدلات اًفلبل  ّبآى

 

                                                 
1
‌node 

2
‌discretization methods 



 ج‌

 

 ّبی ثِ دػت آٍسدى هؼبدلات اًفلبلسٍؽ -5-2

-ٍ سٍؽ 5ّبی ؿىل لَی: سٍؽدیفشاًؼیل دٍ سٍیىشد ٍخَد داسد تثِ دػت آٍسدى هؼبدلات اًفلبل ثشای هؼبدلا دس

 .2ّبی ؿىل هؼیف

 

  ّای شکل قَیرٍش -1-2-1

، تبثغ تمشیت ثِ ّویي دلیل وٌٌذاػتفبدُ هی ّبٍ ؿشایي هشصی آى دیفشاًؼیل تاص ؿىل اكلی هؼبدلا ّبایي سٍؽ

یه ًوًَِ اص سٍؽ ّبی ػذدی وِ دسآى اص ؿىل لَی  پزیشی تب هشتجِ هؼبدلِ دیفشاًؼیل سا داسا ثبؿذ.ثبیذ ؿشى هـتك

ؿَد ٍ ػپغ ثب  . دس ایي سٍؽ اثتذا هیذاى حل ؿجىِ ثٌذی هیاػت 9ؿَد سٍؽ تفبهل هحذٍد هؼبدلات اػتفبدُ هی

تب هشتجِ دلت دلخَاُ تمشیت صدُ ؿذُ ٍ ثش دیفشاًؼیل اػتفبدُ اص ػشی تیلَس، همبدیش هـتمبت هتغیش ٍاثؼتِ دس هؼبدلِ 

ؿَد. ثذیي ٍػیلِ هؼبدلِ دیفشاًؼیل دس ّش ًمٌِ اص ؿجىِ ثِ  دس هؼبدلِ خبیگزاسی هیٍاثؼتِ ای هتغیش حؼت همبدیش گشُ

 ،آیذ وِ ثب حل آى یه هؼبدلِ خجشی تجذیل ؿذُ ٍ دس هدوَع یه دػتگبُ هؼبدلات خجشی ثشای ول هیذاى ثِ دػت هی

 هتغیش ٍاثؼتِ یه هؼبدلِ دیفشاًؼیل ثبؿذ uثِ ػٌَاى هثبل اگش  آیذ. یش هؼئلِ دس ولیِ ًمبى ؿجىِ ثِ دػت هیهمذاس هتغ

دس دٍم آى ٍ  اٍل ثشای اًفلبل هـتك هشتجِتؼشیف ؿذُ اػت(  (5-5)ؿىل ًـبى دادُ ؿذُ دس  حَصُ هحبػجبتی)وِ سٍی 

  وٌین:كَست صیش ػول هی ثِ I گشُ

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
1
‌strong-form methods 

2
‌weak-form methods 

3
‌finite difference method (FDM) 

(5-5)    5        
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(5-2)    5        
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  2     

 هتَالی اػتفبدُ ؿذُ ثشای ثؼي ػشی تیلَس.ػِ گشُ  -5-5ؿىل 

 
I I-1 I+1 

 𝑥   𝑥  



 د‌

 

 خَاّین داؿت:ثب ثشؽ دادى ػشی ثؼذ اص خولِ ػَم ٍ خوغ ٍ تفشیك وشدى دٍ هؼبدلِ 

(5-9)  
  

  
   

   5     5

2  
 

(5-2)  
 2 

  2   
   5  2      5

  2  

 ؿَد.گزاسی چٌیي ػجبساتی دس هؼبدلِ دیفشاًؼیل دس ّش گشُ اص داهٌِ حل هٌتْی ثِ هؼبدلات تفبهل هحذٍد هییخب

-ثِ یه ؿجىِ ای وِ ایي سٍؽپزیشی ووتشی داسد ثِ گًَِثٌذی اص ًشیك ػشی تیلَس ًؼجتبً ػبدُ اػت ٍلی اًؼٌبففشهَل

 ٍ تٌْب ثشای هؼبئل ثب ٌّذػِ ػبدُ ٍ هٌظن لبثل وبسثشد اػت.  داؿتِثٌذی ثب ػبصهبى ًیبص 

 

  ّای شکل ضعیفرٍش -1-2-2 

یبثذ  وبّؾ هیّب ثب تَخِ ثِ اػتفبدُ اص ؿىل اًتگشالی هؼبدلات، هشتجِ پیَػتگی لاصم ثشای تبثغ تمشیت دس ایي سٍؽ 

-ّبی هختلفی سا ثشای فشهَل ؿًَذ(. اػتفبدُ اص ؿىل هؼیف لبثلیت وبسثشد ؿیَُ )ٍ اص ّویي سٍ ؿىل هؼیف ًبهیذُ هی

ّبی ثش هجٌبی ؿىل هؼیف هؼوَلا دػتگبُ هؼبدلات هٌفلل ؿذُ  ثٌذیوٌذ. فشهَل ثٌذی ٍ حل تمشیجی هؼبدلات فشاّن هی

 .ذ ثَدٌخَاّ تشدلیكحبكل ًتبیح  ٍذ ٌوٌ پبیذاسی ایدبد هی

ٍ سٍؽ ثبلیوبًذُ  5هؼیف هؼبدلات ٍخَد داسد: اػتفبدُ اص اكل تغییشاتؿىل  ثذػت آٍسدىدٍ سٍؽ ػوذُ ثشای 

 .2ٍصًی

 

 اػتفبدُ اص اكل تغییشات -5-2-2-5

ثشای فْن وبهل ایي سٍؽ، خَاًٌذُ ثبیذ ؿٌبخت وبفی اص ؿبخِ حؼبة تغییشات داؿتِ ثبؿذ. حؼبة تغییشات ًـبى  

ؿَد ّن اسص اػت. ایي ًبهیذُ هی  9دّذ حل هؼبدلات دیفشاًؼیل هؼیي ثب وویٌِ وشدى یه وویت ًؼجی وِ تبثغ تبثغهی

ای هتغیش ٍاثؼتِ وویٌِ ؿَد، ًتبیح ؿَد. اگش تبثغ تبثغ ًؼجت ثِ همبدیش گشُاسصی ثِ ػٌَاى اكل تغییشات ؿٌبختِ هیّن

 خَاٌّذ داد.  ثِ دػت  بدلات اًفلبل لاصم ساهؼ ثِ ّوشاُ اػتفبدُ اص تبثغ تمشیتحبكل اص آى 

تغییشات ثِ دػت  اكلهؼبدلات اًفلبل ثب اػتفبدُ اص ( 2-5 خبهذ الاػتیه خٌی )ؿىل یه ثشایثِ ػٌَاى هثبل 

 :ؿَدآٍسدُ هی

 

                                                 
1
‌variational principle 

2
‌weighted residual method 

3
‌functional 
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 ؿَد: ( تؼشیف هیWf( ٍ وبس ًیشٍّبی خبسخی )Πsاًشطی پتبًؼیل ول ثِ كَست تفبهل اًشطی وشًـی ) دس ایي حبلت

(5-1)         

 دس خبهذات الاػتیه اًشطی وشًـی ثشاثش اػت ثب:

(5-6)    
5
2
∫       

 

 

}  دس ساثٌِ فَق 

   
   

   
}  ٍ  {

   

   

   

 .ثبؿٌذثِ تشتیت تبًؼَس وشًؾ ٍ تبًؼَس تٌؾ هی {

 وبس ًیشٍّبی خبسخی ػجبست اػت اص:

(5-1)    ∫       

 

 ∫     ̅  

  

 

,  دس ساثٌِ فَق 
 
 
̅ ثشداس خبثدبیی،  -  {

  ̅
  ̅

}  ثشداس ًیشٍی ػٌحی ٍ  {
  

  
 ثبؿٌذ.ثشداس ًیشٍی حدوی هی {

 ؿَد: ثیبى هی ثٌبثشایي اًشطی پتبًؼیل ول ثِ كَست صیش

 

(5-1)   
5
2
∫       

 

 ∫       

 

 ∫     ̅  

  

 

 

 .تحت ثبسگزاسی دٍ ثؼذی خبهذ الاػتیه خٌی -2-5 ؿىل
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   )وِ دس ایي حبلت تبثغ تبثغ اػت( ثبیذ وویٌِ ثبؿذ یؼٌی:  ثب تَخِ ثِ اكل هیٌیون اًشطی پتبًؼیل، 

(5-3) 
  

  
 {

  

  
  

  

}  2 

ٍسدؽ اًشطی  اػت. (ثبؿذًوبد ٍسدؽ هی 𝛿) 𝛿  2داًین وِ هؼبدلِ فَق هؼبدل ثب  ثب تَخِ ثِ اكل تغییشات هی

  پتبًؼیل ثشاثش اػت ثب: 

(5-52) 

    (
5
2
∫       

 

 ∫       

 

 ∫     ̅  

  

)
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2
∫          

 

 ∫        

 

 ∫      ̅  

  

 

 ای: ثب اػتفبدُ اص لبػذُ صًدیشُ

(5-55) 𝛿      𝛿         

 ثب تَخِ ثِ تمبسى تبًؼَسّبی تٌؾ ٍ وشًؾ: 

(5-52)                   

   ( ٍ ثب تَخِ ثِ تمبسى هبتشیغ     ) خٌی ثب وبسثشد هؼبدلِ ثٌیبدی خبهذات الاػتیه
 

5  2 *

5  2
 5 2
2 2

5  

2

+: 

(5-59)       (  )
 
  𝛿      𝛿     𝛿    

 :(55-5)دس هؼبدلِ  (59 -5)هؼبدلِ  ثب خبیگزاسی

(5-52) 𝛿      2 𝛿    

 آیذ:  ( ثِ كَست صیش دس هی52-5ثٌبثشایي هؼبدلِ )

(5-51)    ∫        

 

 ∫        

 

 ∫      ̅  

  

 

 (56-5)آیذ:  ( هؼبدلِ حبون ثش ػیؼتن ًْبیتبً ثِ كَست صیش ثذػت هی𝛿  2ثب تَخِ ثِ اكل هیٌیون اًشطی پتبًؼیل )

∫        

 

 ∫        

 

 ∫      ̅  

  

 2  
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وِ      خبثدبیی ) -( ٍ وشًؾ    وشًؾ ) -الاػتیه خٌی ثب ثِ وبس ثشدى سٍاثي تٌؾثشای خبهذات 

  

[
 
 
 
 
 

  
2

2
 

  

 

  

 

  ]
 
 
 
 

 ًَؿت:  u( سا ثِ كَست صیش تٌْب ثش حؼت ثشداس خبثدبیی 56-5تَاى هؼبدلِ ) ( هی

 (5-51) ∫               

 

 ∫        

 

 ∫      ̅  

  

 2 

)ثِ فلل ػَم هشاخؼِ   ثِ خبی  ثب خبیگزاسی تبثغ تمشیت ؿَد. ًبهیذُ هی 5هؼبدلِ فشم هؼیف گبلشویي( 51-5هؼبدلِ )

  ثبؿذ هؼبدلات اًفلبل ثِ دػت خَاٌّذ آهذ.ای هیؿَد.( وِ ثش حؼت همبدیش گشُ

ػلاٍُ ثش پیچیذگی خجشی ٍ هفَْهی ایي سٍؽ، اؿىبل اكلی آى دس هحذٍد ثَدى لبثلیت اخشای آى اػت، صیشا یه 

ٍخَد ًذاسد ٍ هؼوَلاً اص ایي سٍؽ دس هؼبئل هشثَى ثِ حَصُ خبهذات وِ اكل تغییشات ثشای ّوِ هؼبدلات دیفشاًؼیل 

 ؿَد. ّب كبدق اػت، اػتفبدُ هیآى دس هَسد اكل ّویلتي ٍ اكَلی ًظیش اكل هیٌین اًشطی پتبًؼیل

 

 سٍؽ ثبلیوبًذُ ٍصًی -5-2-2-2

ایي سٍؽ یه سٍؽ ولی ٍ فَق الؼبدُ لَی دس ثذػت آٍسدى حل تمشیجی ثشای هؼبدلات دیفشاًؼیل هؼوَلی یب 

ثشای تَهیح ایي  ثٌذی وشد.ثش هجٌبی سٍؽ ثبلیوبًذُ ٍصًی فشهَلتَاى ّبی ػذدی سا هیخضئی اػت. ثؼیبسی اص سٍؽ

 صیش سا دس ًظش ثگیشیذ: بدلِ دیفشاًؼیل )خضئی(هؼ سٍؽ

(5-51)        2                            

 . اػتخولِ چـوِ هیذاى   گزاسد ٍ اثش هی  ثَدُ وِ ثش سٍی هتغیش )خضئی(  یه ػولگش دیفشاًؼیلی  

 ثِ كَست صیش اػت: ؿشایي هشصی ثشای ایي هؼبدلِ دیفشاًؼیل

(5-53)                                     

 ثبؿذ.ًیض یه ػولگش دیفشاًؼیلی )خضئی( ثشای ؿشایي هشصی هی  وِ 

 :تؼشیف ؿَدثَدُ ٍ ثِ كَست صیش ( 53-5) ٍ( 51-5یه پبػخ تمشیجی ثشای هؼبدلات )   فشم وٌیذ 

(5-22)       ∑       

 

  5

     

                                                 
1
‌Galerkin weak-form 



 ح‌

 

تؼذاد تَاثغ پبیِ ثِ وبس  mٍ  وِ ثبیذ تؼییي ؿَد هشیت هدَْل ایي خولِ   ٍ  5اثغ پبیَِام ت iخولِ  pi (x)دس ایي ساثٌِ 

  دس ایي هؼبدلات داسین:     ثب خبیگزاسی همذاس هشاخؼِ ؿَد(.  9)ثِ فلل  سفتِ اػت

(5-25)         2 

(5-22)         2 

ًَذ. ثشای هؼبدلات ؿ پبػخ تمشیجی دس هؼبدلات اكٌلاحبً ثبلیوبًذُ هؼبدلات ًبهیذُ هیهمبدیش ثذػت آهذُ اص خبیگزاسی 

  فَق داسین:

(5-29)            

(5-22)            

هؼبدلِ ؿشى ثبلیوبًذُ ٍ  ( )تؼشیف ؿذُ دس داهٌِ هؼئلِ  هؼبدلِ حبون ثش ػیؼتن ثِ تشتیت ثبلیوبًذُ   ٍ    وِ 

كفش خَاٌّذ    ٍ    پبػخ دلیك هؼبدلات حبون ثبؿذ همبدیش    اگش ّؼتٌذ. (  )تؼشیف ؿذُ دس هشص داهٌِ هشصی 

دس حبلت ولی كفش    ٍ    دس ثؼیبسی اص هؼبئل ػولی پبػخ دلیك دس دػتشع ًیؼت ٍ همبدیش  كَستثَد. ثِ ّش 

ّبیی سا اتخبر  تَاى سٍؽ وٌٌذ. ثٌبثشایي هی ثب اًتخبة تَاثغ تمشیت هختلف تغییش هی   ٍ    ًیؼتٌذ. ثبیذ تَخِ داؿت وِ 

ای اًتخبة ؿَد وِ همبدیش ثبلیوبًذُ تب حذ اهىبى وَچه ؿًَذ. یه ساُ ایي اػت وِ ثب هؼبٍی  تبثغ تمشیت ثِ گًَِوشد وِ 

  هتَػي ثِ كفش هیل پیذا وٌٌذ. یؼٌی: ًَسثِ ، همبدیش ثبلیوبًذُ ّب كفش لشاس دادى اًتگشال ٍصًی ثبلیوبًذُ

(5-21) ∫        

 

 ∫        

 

 2 

ّؼتٌذ. ؿبیبى روش اػت    ٍ    ّبی  ثشای ثبلیوبًذُ 2ثِ تشتیت تَاثغ ٍصى  ٍ   ٍ      2 5  وِ دس ایي ساثٌِ 

كفش ؿذُ ٍ    ای اًتخبة وشد وِ ؿشایي هشصی سا اسهب وٌذ؛ دس ایي حبلت همذاس  سا هی تَاى ثِ گًَِ   وِ تبثغ تمشیت 

  ؿَد: ( ثِ كَست صیش ػبدُ هی21-5هؼبدلِ )

(5-26) ∫        

 

 2 

  ( داسین:21 -5( دس ساثٌِ )22-5( ٍ )29-5ثب خبیگزاسی سٍاثي )

(5-21) ∫   [       ]   

 

 ∫   [       ]   

 

 2 

                                                 
1
‌basis function 

2
‌weight function 
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ػولگش اًتگشال اص  سٍد. ّبی ػذدی هختلف ثِ وبس هی سٍؽ ثبلیوبًذُ ٍصًی اػت وِ ثشای ثؼي سٍؽ ولی ثٌذیایي فشهَل

هشتجِ پیَػتگی لاصم ثشای تبثغ  ٍ ؿَد هیًشیك اػوبل سٍؽ خضء ثِ خضء ثبػث وبّؾ هشتجِ ػولگشّبی دیفشاًؼیلی 

 دّذ.  تمشیت سا وبّؾ هی

ؿَد وِ ّش وذام ػولىشد  حبكل هیّبی ػذدی گًَبگًَی  سٍؽ ،اًتخبة تَاثغ ٍصى هختلف ثب دس سٍؽ ثبلیوبًذُ ٍصًی

  ّب ؿشح دادُ ؿذُ اػت: خبف خَد سا داسد. دس صیش تؼذادی اص ایي سٍؽ

1رٍش تزکیب (1
 

 ( اػتفبدُ ؿَد داسین: 21-5)ثِ ػٌَاى تبثغ ٍصى دس ساثٌِ  2اگش اص تبثغ دلتبی دیشان

(5-21) 
∫ 𝛿      [       ]   

 

 ∫ 𝛿      [       ]    2
 

 

⇒ * (      )   +  * (      )   +                2 

ؿَد وِ ثذیي هؼٌی اػت وِ ثب  ( اًتخبة ؿذُ دس داهٌِ هؼئلِ اػوبل هی    2 5  )   ( دس ًمبى 21-5هؼبدلِ )

ثب اًتخبة تبثغ دلتبی دیشان ثِ ػٌَاى  ؿَد وِ هـبّذُ هیؿَد.  ًمٌِ كفش هی nّب دس ایي  اػوبل ایي سٍؽ همذاس ثبلیوبًذُ

تبثغ ٍصى، هؼئلِ اسهبی هؼبدلِ حبون ٍ ؿشایي هشصی )ثِ ؿىل اًتگشالی( دس ول داهٌِ هؼئلِ ٍ هشص آى تجذیل ثِ اسهبی 

ایي سٍؽ اكٌلاحبً  ؿَد. هؼبدلات حبون ٍ ؿشایي هشصی تٌْب دس تؼذاد هحذٍدی ًمٌِ پخؾ ؿذُ دس داهٌِ ٍ هشص آى هی

ّبی اًشطی  وشاىهؼبئل  ثشای حل( 5392) 9سػذ وِ اٍلیي ثبس تَػي اػلیتش ؿَد ٍ ثِ ًظش هی ًبهیذُ هی سٍؽ تشویت

ٍ ّوىبساى  1(، فشیضس5391) 2ّب ٍ وبسثشدّبی اٍلیِ ایي سٍؽ دس وبسّبی ثبستب . تَػؼِ[5]الىتشًٍیىی دس فلضات ثِ وبس سفت

هؼشٍف اػت اص  1سٍؽ لاًىضٍع وِ ثِ سٍؽ تشویت هتؼبهذ .[2-2]ؿَد ( ٍ ... دیذُ هی5391) 6(، لاًىضٍع5391)

 . [2]وٌذ ثِ ػٌَاى ًمبى اًتخبثی داهٌِ اػتفبدُ هی 1ّبی چجیـف ای ّبی چٌذ خولِ سیـِ

9رٍش سیزداهٌِ (2
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‌Collocation method 
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‌Dirac delta function 

3
‌Slater 

4
‌Barta 

5
‌Frazer 

6
‌Lanczos 

7
‌orthogonal collocation method 

8
‌Chebyshev 

9
‌Subdomain method 



 ي‌

 

 ؿَد:  اػتفبدُ هی( 21-5ثِ ػٌَاى تبثغ ٍصى دس ساثٌِ ) ؿَد وِ ثِ كَست صیش تؼشیف هی تبثغ پلِ ٍاحذ دس سٍؽ صیشداهٌِ اص

(5-23)    {
 5           

 2            
          5 2     

 آیذ:  هی( ثِ كَست صیش دس 21 -5ي هؼبدلِ )ثٌبثشای

(5-92) ∫[       ]   

  

 ∫[       ]    2
  

 

( ثِ ایي هؼٌبػت وِ دس 92-5هؼبدلِ ) ( اػت. ثب هشص داهٌِ هؼئلِ )   فلل هـتشن صیشداهٌِ    وِ دس ایي هؼبدلِ 

( اًتخبة ؿذُ دس ول داهٌِ هؼئلِ ثِ كفش هیل   ّش صیشداهٌِ )ّب ثِ كَست هتَػي ٍصًی دس  سٍؽ صیش داهٌِ ثبلیوبًذُ

  .[1-1]( اسائِ ؿذ5311) 9( ٍ ثیضًَ ٍ گشاهل5329(، ثیضًَ )5329) 2ٍ وخ 5یضًَوٌٌذ. ایي سٍؽ ًخؼتیي ثبس ثِ ٍػیلِ ث هی

4هیٌیون هزبعات رٍش (3
 

( سٍؽ 5321) 1ؿذ. پیىي اسائِ 5126دس ػبل  6ٍ لظاًذس 5131دس ػبل  1سٍؽ هیٌیون هشثؼبت اٍلیي ثبس تَػي گَع

 صیش دس ًظش ثگیشیذ:   تبثغ  . ثِ هٌظَس هؼشفی ایي سٍؽ تبثغ[3]هیٌیون هشثؼبت سا ثشای حل هؼبدلات دیفشاًؼیل ثِ وبس ثشد

(5-95)       ∫            

 

 

 هیٌیون ؿَد. ثٌبثشایي داسین:     تبثغ ای وِ همذاس تبثغ اػت ثِ گًَِ   ّذف ثِ دػت آٍسدى همبدیش 

(5-92) 
  

   
 ∫

           

   
    2

 

∫
      

   
      2

 

 

(5-99) ⇒   ∫
      

   
      2

 

 

 ؿَد:  ثٌبثشایي اص دیذگبُ سٍؽ ثبلیوبًذُ ٍصًی، تبثغ ٍصى ثِ كَست صیش دس ًظش گشفتِ هی

(5-92)    
   

   
 

       

   
 

 

 

 

                                                 
1
‌Biezeno 

2
‌Koch 

3
‌Grammel 

4
‌least squares method 

5
‌Gauss 

6
‌Legendre 

7
‌Picone 



 ك‌

 

 ثِ سٍؽ هـبثِ داسین: 

(5-91)    
   

   
 

       

   
 

 آیذ:  ثِ كَست صیش دس هی (21-5هؼبدلِ ) ثب اػتفبدُ اص تَاثغ ٍصى فَق

(5-96) ∫
       

   

[       ]   

 

 ∫
       

   

[       ]   

 

 2 

ّب پبػخ تمشیجی    دّذ وِ ثب حل آًْب ثشای  ثِ دػت هی   هشیت  nهؼبدلِ ثشای  n. ساثٌِ فَق     2 5  وِ 

 آیذ.  ثشای هؼبدلِ دیفشاًؼیل ثِ دػت هی

 1رٍش هواى (4

x ،x، 5ّبی  ای تَاى ثِ كَست ته خولِ تَاثغ ٍصى سا هی
2
   ٍ ... ٍ x

n .ّبی ثِ تشتیت اص  ثب ایي وبس هوبىدس ًظش گشفت

( 5315) 9( ٍ فَخیتب5321) 2ؿَد تَػي یبهبدا ؿًَذ. ایي سٍؽ وِ سٍؽ هوبى ًبهیذُ هی ّب كفش هی هشتجِ ثبلاتش ثبلیوبًذُ

 ؿَد:  . ایي سٍؽ ثِ كَست صیش فشهَلجٌذی هی[52-55]اثذاع ؿذ

(5-91)         
  5           5 2     

(5-91) ⇒  ∫   
  5[       ]   

 

 ∫   
  5[       ]   

 

 2 

ّب پبػخ تمشیجی ثشای هؼبدلِ دیفشاًؼیل ثِ    ؿَد وِ ثب حل آًْب ثشای  حبكل هی   هشیت  nهؼبدلِ ثشای  nهدذداً 

ّبی  ای خولِ اػتفبدُ اص چٌذ ،یه ساُ حل اػت. 2آیذ. لبثل تَخِ اػت وِ دػتگبُ هؼبدلات حبكل اغلت ثذ حبلت دػت هی

 ّبػت. ای چجیـف ثِ خبی ته خولِ

    رٍش گالزکیي  (5

تَاى حبلت خبكی اص سٍؽ ثبلیوبًذُ ٍصًی داًؼت وِ دس آى اص تَاثغ پبیِ ثِ وبس  ( سا هی5351سٍؽ گبلشویي )گبلشویي، 

 : [55]ؿَد ػٌَاى تبثغ ٍصى اػتفبدُ هی سفتِ دس تمشیت تبثغ ثِ

(5-93) {
     

       
 

 آیذ:  ( ثِ كَست صیش دس هی21-5ثٌبثشایي ساثٌِ )

(5-22) ⇒  ∫   [       ]   

 

 ∫   [       ]   

 

 2 

                                                 
1
 moment method 

2
‌Yamada 

3
‌Fujita 

4
‌ill-conditioned 



 ل‌

 

سٍؽ گبلشویي آیذ.  دّذ وِ ثب حل آًْب پبػخ تمشیجی ثِ دػت هی ثِ دػت هی   هشیت  nهؼبدلِ ثشای  nایي ساثٌِ ًیض 

ّب هضایبیی داسد، اص خولِ: هبتشیغ دػتگبُ هؼبدلات ثِ دػت آهذُ اص ایي سٍؽ غبلجبً هتمبسى اػت. ثِ  ًؼجت ثِ ػبیش سٍؽ

ؿَد ٍ اص  هی )تغییشات( ثٌذی ثِ دػت آهذُ اص اكَل اًشطیّوبى فشهَلػلاٍُ دس ثؼیبسی اص هَاسد سٍؽ گبلشویي هٌدش ثِ 

ثِ ّویي دلیل سٍؽ گبلشویي تب وٌَى وبسآهذتشیي سٍؽ ثبلیوبًذُ ٍصًی ؿٌبختِ  یٌی داسد.ّبی فیضیىی هؼ ایي سٍ پبیِ

 سٍد.  ثِ وبس هی 5ّبی ػذدی هبًٌذ سٍؽ الوبى هحذٍد ؿذُ اػت ٍ ثِ كَست گؼتشدُ دس سٍؽ

 

تمؼین هی ؿًَذ. دس سٍؽ ؿىل  9ّبی هحلی ٍ سٍؽ 2ّبی ولی دػتِ سٍؽدٍ هؼیف ثِ  ؿىلّبی ثش هجٌبی  سٍؽ

ثٌذی اكل تغییشات(، دس حبلی وِ دس سٍؽ )هبًٌذ فشهَل ؿَد داهٌِ هؼئلِ اًدبم هی گیشی دس ول هؼیف ولی اًتگشل

  ؿَد )هبًٌذ سٍؽ صیشداهٌِ(. ّبی هحلی ثشای ّش گشُ اًدبم هی گیشی دس صیش داهٌِ ؿىل هؼیف هحلی اًتگشال
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 دٍمفصل 

 ّای بدٍى شبکِرٍش
 

 

 چشا سٍؽ ثذٍى ؿجىِ؟ -2-5

ثبؿٌذ. اثذاع ٍ  ّبی ثب ؿجىِ ثِ ٍیظُ سٍؽ الوبى هحذٍد هی ّبی ثذٍى ؿجىِ دس حمیمت تَػؼِ ًجیؼی سٍؽ سٍؽ

ّبی ػذدی اػت. دس سٍؽ الوبى  ّب دس صهیٌِ سٍؽ یىی اص هْوتشیي پیـشفت 5312تَػؼِ سٍؽ الوبى هحذٍد دس دِّ 

ؿَد. ّش الوبى  ثٌذی هی ثِ ًبم الوبى هحذٍد تمؼین صیش ًبحیِ ّبی هتلل ثِ ّن پیَػتِ ثِ تؼذادی اصهحذٍد یه هحیي 

ّب ثِ ٍػیلِ یه  اًذ. الوبى ؿبهل تؼذادی ًمٌِ ثِ ًبم گشُ اػت وِ ثب تَصیغ هؼیي دس داخل یب سٍی هشص الوبى لشاس گشفتِ

. دس ّش الوبى ثب اػتفبدُ اص فشم هؼیف هؼبدلات حبون (5-2)ؿىل  ؿًَذ ثِ یىذیگش هتلل هی 5ؿجىًِمـِ ٌّذػی ثِ ًبم 

آیذ. ثب ػَاس وشدى هؼبدلات ثذػت  ّب( دػتگبُ هؼبدلات خجشی ثذػت هیای خولٍِ ثب وبسثشد تبثغ دسًٍیبة هٌبػت )چٌذ

آى هتغیش  آیذ وِ ثب حل ّب دس یه دػتگبُ ولی، دػتگبُ هؼبدلات ولی حبون ثش ول داهٌِ حل ثذػت هی آهذُ ثشای الوبى

 آیذ.  هیذاى ثذػت هی

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
1
‌mesh 

 .FEMًوبیؾ داهٌِ ثِ ووه سٍؽ  -5-2ؿىل 
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پزیش ٍ وبهلا تَػؼِ یبفتِ اػت ٍ اص ایي سٍ ثِ ًَس گؼتشدُ دس هؼبئل  سٍؽ الوبى هحذٍد سٍؿی همبٍم، اًؼٌبف

ثٌذی سا داسا  پبیِ ؿجىِّبی ػذدی ثش  گًَبگَى هٌْذػی ثِ وبس سفتِ اػت. دس ّش حبل ایي سٍؽ ًمبیق راتی سٍؽ

 ّبی ایي سٍؽ روش ؿذُ اػت: ثبؿذ. دس صیش تؼذادی اص هحذٍدیت هی

 ّضیٌِ ثبلای تَلیذ ؿجىِ (5

ًیبص سٍؽ الوبى هحذٍد اػت. هؼوَلاً ثیـتش صهبى یه تحلیل الوبى هحذٍد ثِ  تَلیذ ؿجىِ ثشای داهٌِ هؼئلِ پیؾ

ثٌذی ًیبص ثِ هذاخلِ ًیشٍی اًؼبًی  دس اغلت هَاسد ؿجىِؿَد ٍ  ّبی پیچیذُ كشف ؿجىِ ثٌذی هی خلَف ثشای ٌّذػِ

ثٌذی توبهبً تَػي  داسد. اص آًدبیی وِ ًَػبً ّضیٌِ اپشاتَس ثیـتش اص ّضیٌِ صهبى هبؿیي اػت، هٌلَة اػت وِ فشآیٌذ ؿجىِ

ب ثِ ٍیظُ دس هؼبئل ثب ّ . ایي اهش اغلت ثذٍى كشف ًظش وشدى اص ویفیت الوبىاًدبم ؿَد ٍ ثذٍى هذاخلِ ًیشٍی اًؼبًی سایبًِ

 پزیش ًیؼت. ّبی پیچیذُ یب ػِ ثؼذی اهىبى داهٌِ

 ّب دلت پبییي دس همبدیش هـتك (2

ای پیَػتِ  ّب ًبپیَػتِ ّؼتٌذ. ایي اهش ثِ دلیل ًجیؼت تىِ ّبی هتغیش هؼئلِ دس هشصّبی الوبى هؼوَلاً همبدیش هـتك

اػت. ثٌبثشایي دس ایي سٍؽ ثشای سػیذى ثِ دلت ثبلاتش دس ثٌذی الوبى هحذٍد  فشم ؿذُ ثشای هتغیش هؼئلِ دس فشهَل

 اػت. 5فشآیٌذی -ّب ًیبص ثِ هشاحل پغ همبدیش هـتك

 2ّبی اًٌجبلی هـىل ثَدى تحلیل (9

یىی اص فشآیٌذّبیی وِ اخیشا دس تحلیل الوبى هحذٍد هَسد تَخِ لشاس گشفتِ اػت اًویٌبى اص دلت خَاة اػت. ثشای ایي 

اًٌجبلی ثبیذ اًدبم ؿَد. دس تحلیل اًٌجبلی ثب اػتفبدُ اص سٍؽ الوبى هحذٍد، ثبصتَلیذ ؿجىِ دس هٌظَس فشآیٌذ تحلیل 

پزیش  ًَاحی هَسد ًظش هَسد ًیبص اػت. ثشای ثبصتَلیذ ؿجىِ لاصم اػت وِ پشداصؿگشّبی تَلیذ ؿجىِ پیچیذُ، همبٍم ٍ تٌجیك

ؿٌذ. هـىلات تىٌیىی هبًغ تَػؼِ پشداصؿگشّبی ثبصتَلیذ تَػؼِ یبثٌذ. ایي پشداصؿگشّب هحذٍد ثِ هؼبئل دٍ ثؼذی هی ثب

ؿًَذ. ػلاٍُ ثش ایي دس هؼبئل ػِ ثؼذی حتی دس كَست دػتشػی ثِ پشداصؿگش ثبصتَلیذ  ؿجىِ ثِ هؼبئل ػِ ثؼذی هی

 ؿجىِ هٌلَة، ّضیٌِ هحبػجبتی ثبصتَلیذ ؿجىِ دس ّش هشحلِ ثؼیبس صیبد اػت.

 هحذٍدیت دس تحلیل هؼبئلی اص لجیل: (2

 بًیه خبهذات: هى

 

 

                                                 
1
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2
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 ؿَد. دلت ًتبیح ایدبد هی دس  ّب وبّؾ لبثل هلاحظِ ّبی ثضسي ثِ ػلت اػَخبج ؿىل الوبى دس تغییش ؿىل 

 ِگزسد هـىل اػت. ّب ًوی ػبصی سؿذ تشن ثب هؼیش دلخَاُ وِ الضاهبً اص ػٌح هـتشن الوبى ؿجی 

 ِوبى هحذٍد ثش هجٌبی هحیي پیَػتِ ّبی صیبد دس هَاد هـىل اػت. سٍؽ ال ػبصی ؿىؼت ثب تؼذاد تىِ ؿجی

 ؿَد. اػت وِ دس آى یه الوبى لبثل تفىیه ًیؼت. ایي اهش هؼوَلا هٌدش ثِ ایدبد خٌب دس هؼیش ؿىؼت هی

 هىبًیه ػیبلات ٍ اًتمبل حشاست:

 .هؼبئل خشیبى ػیبل وِ دس آًْب هشصّبی هـخلی ثشای خشیبى ٍخَد ًذاسد 

 هؼبئل خبثدبیی. 

ثبؿذ. ًجیؼتبً ایذُ سّبیی اص لیذ الوبى ٍ  ثٌذی هیبدُ اص الوبى ٍ ؿجىِ دس هشحلِ فشهَلسیـِ هـىلات فَق دس اػتف

 ّبی ثذٍى ؿجىِ ؿىل گشفتِ اػت.                 ّبی حل ػذدی تَػؼِ یبفتِ ٍ هفَْم سٍؽ ؿجىِ دس فشآیٌذ

ت دیفشاًؼیل یه سٍؽ ثذٍى ؿجىِ سٍؿی اػت وِ دس آى ثشای ثذػت آٍسدى هؼبدلات خجشی حبكل اص هؼبدلا

ػبصی داهٌِ اػتفبدُ  ای ثشای گؼؼتِ ثٌذی اص پیؾ تؼییي ؿذُ حبون ثش ػیؼتن دس ول داهٌِ هؼئلِ اص ّیچ ؿجىِ

ّبیی وِ حذالل ثشای تَاى ولیِ سٍؽآل ثشای سٍؽ ثذٍى ؿجىِ اػت. دس ػول هیؿَد. الجتِ ایي یه تؼشیف ایذُ ًوی

ّبی ای اص گشُسا سٍؽ ثذٍى ؿجىِ داًؼت. تَاثغ تمشیت ثِ ٍػیلِ هدوَػِ دسًٍیبثی هتغیش هیذاى ًیبصی ثِ ؿجىِ ًذاسًذ

 ثبؿذ. ؿًَذ ٍ ًیبصی ثِ الوبى ًویدلخَاُ تَلیذ هی

ؿًَذ تب داهٌِ هؼئلِ  ای اص ًمبى دس داخل داهٌِ هؼئلِ ٍ سٍی هشص آى پخؾ هی ّبی ثذٍى ؿجىِ هدوَػِ دس سٍؽ

دٌّذ؛ یؼٌی ثشای  ّب تـىیل ؿجىِ ًوی ؿًَذ. گشُ ّبی داهٌِ ًبهیذُ هیُ ّبی آى هـخق ؿَد. ایي هدوَػِ ًمبى گش ٍ هشص

یب تمشیت هتغیش هدَْل هیذاى دس داهٌِ ًیبصی ثِ داؿتي اًلاػبت یب سٍاثي اص پیؾ تؼییي ؿذُ ثشای هَلیؼت  دسًٍیبثی

 . (2-2)ؿىل  ّب ًیؼت گشُ
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اًذ ٍ پتبًؼیل خَثی ثشای تجذیل ؿذى ثِ  ّبی ثذٍى ؿجىِ وبسثشدّبی هٌبػجی دس حل هؼبئل پیذا وشدُ سٍؽ

ّب ٌَّص دس هشاحل تَػؼِ ّؼتٌذ ٍ هـىلات  اًذ. دس ّش كَست ایي سٍؽ اثضاسّبی ػذدی لذستوٌذ اص خَد ًـبى دادُ

یذ ٍ وبسآهذ ثشای حل هؼبئل هٌْذػی پیچیذُ ٍخَد ّب ثِ اثضاسّبیی هف تىٌیىی فشاٍاًی ثش ػش ساُ تجذیل ؿذى ایي سٍؽ

 داسد وِ ثبیذ ثِ ؿیَُ هٌبػت حل ؿًَذ.

 

 ّبی ثذٍى ؿجىِ تبسیخچِ سٍؽثٌذی ٍ ًجمِ - 2-2

ّبی ثذٍى ؿجىِ صیبدی پیـٌْبد ؿذُ اػت، ثشای آؿٌبیی ثیـتش ثب ایي سٍؽّبی اخیش( )ثِ ٍیظُ دس ػبلتب وٌَى 

 وٌین.ّب سا ثیبى هیثٌذی وشدُ ٍ پیـیٌِ آىًجمِّب سا ثِ ؿىلی ػبدُ آى ّب،سٍؽ

   

 یلَّبی ثذٍى ؿجىِ ؿىل سٍؽ -5 -2 -2

اص ؿىل لَی هؼبدلات اػتفبدُ ؿذُ اػت، یؼٌی فشم لَی هؼبدلات حبون ٍ هؼبدلات ؿشایي هشصی  ّبدس ایي سٍؽ

ػشآغبص  هٌفلل ؿذُ ػیؼتن ثذػت آیذ.ؿًَذ تب دػتگبُ هؼبدلات ّبی هیذاى گؼؼتِ هیهؼتمیوبً ثِ سٍؽ تشویت دس گشُ

(، فشیضس ٍ ّوىبساى 5391(، ثبستب )5392ثب تَػؼِ سٍؽ تشویت تَػي اػلیتش ) 5392تَاى دس دِّ  سا هی ّبایي سٍؽ

اػت وِ ثِ  5ّبی ثذٍى ؿجىِ اٍلیِ سٍؽ گشداثِ. یىی دیگش اص سٍؽ[5-2]( ٍ... دًجبل وشد5391(، لاًىضٍع )5391)

. اسائِ ٍ [59]( ثشای خشیبى لایِ هشصی تَػؼِ دادُ ؿذ5331) 9( اسائِ ؿذ ٍ ثؼذّب تَػي ثشًبسد5319) 2ٍػیلِ چَسیي

 ػبصهبى دلخَاُ ّبی ثی ، وِ دس حمیمت تؼوین سٍؽ تفبهل هحذٍد ثشای ؿجى2ِتَػؼِ سٍؽ تفبهل هحذٍد تؼوین یبفتِ

(، 5312، 5311) 2ٍ اسویض 5(، لیضوب5315ٍ ّوىبساى ) 1(، اػٌل5311) 1ٍ پشٍى 6(، پبٍلیي5312) 1اػت، تَػي طیشالت

                                                 
1
‌Vortex method 

2
‌Chorin 

3
‌Bernard 

4
‌general finite difference method (GFDM)  

5
‌Girault  

6
‌Pavlin 

7
‌Perrone 

8
‌Snell 

 ًوبیؾ داهٌِ ثِ ووه سٍؽ ثذٍى ؿجىِ. -2-2ؿىل 
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. دس ایي سٍؽ هفَْم [59-51]ؿَدّبی ثذٍى ؿجىِ هحؼَة هی(، گبم هْوی دس تَػؼِ سٍؽ5313ٍ اسویض ) 9وشٍن

دػت آٍسدى تمشیت تفبهل هحذٍد ثشای گشُ هشوضی ثِ ٍػیلِ ثؼي هحلی ػشی تیلَس ثب اػتفبدُ اص ِ ، ثشای ثبّ گشُ ػتبسُ

ّبی ثذٍى ؿجىِ هـَْس یىی اص سٍؽ ّبی هَخَد دس ّش ػتبسُ، هؼشفی ؿذُ اػت. ػبت هشثَى ثِ تؼذاد ٍ هَلؼیت گشُاًلا

اغلت تحمیمبت اٍلیِ دس ایي سٍؽ ًیض ًبهیذُ ؿذُ اػت.  1اػت وِ ثؼوبً سٍؽ لاگشاًظ آصاد 2سٍؽ ّیذسٍدیٌبهیه رسُ ّوَاس

یب  ّبگشُدس ایي سٍؽ اص  .[53-22]ؿَد ( دیذُ هی5332، 5311ٍ ّوىبساى ) 1( ٍ هًَبگبى5311) 6سٍؽ دس وبسّبی لَػی

ّبی ػذدی ثِ وبس سفتِ دس ؿَد. ثش خلاف اوثش سٍؽرساتی وِ ثِ ًَس ًبهٌظن دس داهٌِ پخؾ ؿذُ اػت اػتفبدُ هی

ثشد. ایي سٍؽ ظی ثْشُ هیؿَد ایي سٍؽ اص دیذگبُ لاگشاًهؼبئل هىبًیه ػیبلات وِ دس آًْب اص دیذگبُ اٍیلشی اػتفبدُ هی

، 1)ثٌض ّبی ًدَهی هبًٌذ ثشخَسد ػتبسگبى ٍ اثشّبی غجبس وِ دس آًْب هشص هؼیٌی ٍخَد ًذاسد ثشای هذل وشدى پذیذُ تب وٌَى

، ثشخَسدّبی ػشػت ثبلا [21](5331، 3ولییشی، اًتمبل حشاست )[22](5331خشیبى گشاًـی )هًَبگبى، ، [29] (5311

-23](2229، 59، لی2225ٍَ ّوىبساى،  52خی آس لیَ، اًفدبس ٍ ًفَر )[26-21]( 5336، 55ساًذلغ، 5335، 52لیجشػىی)

 دّذ ّشچٌذ ثِ دلت سٍؽ الوبى هحذٍد ًیؼت. . ایي سٍؽ دس هؼبئل ثب هشص ًبهؼیي خَة خَاة هیِ اػتثِ وبس سفت [21

ٍ دؿَاس ثَدى اػوبل ؿشایي هشصی  ًبپبیذاسی وــی، ػبصگبس ًجَدى تبثغ تمشیت دس داهٌِ حلاؿىبل اػبػی ایي سٍؽ 

ّبی خذیذ دس سٍؽ ّیذسٍدیٌبهیه رسُ ّوَاس دس وتبة خی آس لیَ ٍ لیَ  اػت. ثحث دلیك دس هَسد ثشخی اص پیـشفت

ٍ  51اػت وِ تَػي اًٍیبتِ 52ّبی ثذٍى ؿجىِ هْن، سٍؽ ًمٌِ هحذٍدیىی دیگش اص سٍؽ. [92]( آهذُ اػت2229)

 ّوىبساى

 

 

                                                                                                                                      
1
‌Liszka 

2
‌Orkisz 

3
‌Krok 

4
‌Smooth particle hydrodynamics (SPH) 

5
‌Free Lagrange method 

6
‌Lucy 

7
‌Monaghan 

8
‌Benz 

9
‌Cleary 

10
‌Libersky 

11
‌Randles 

12
‌GR Liu 

13
‌Liu 

14
‌Finite point method (FPM) 

15
‌Onate  
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. ایي سٍؽ ثش هجٌبی فشم لَی هؼبدلات ٍ دسًٍیبثی ثِ سٍؽ هیٌیون [95-99]اسائِ ؿذ( 2225، 5331، 5336) 

 اػت.  5هشثؼبت هتحشن

ّبی ثذٍى ؿجىِ ؿىل لَی داسای هضایبیی اص لجیل: الگَسیتن ػبدُ، وبسآیی هحبػجبتی ثبلا ٍ ٍالؼبً ثذٍى ؿجىِ سٍؽ

ّبی ثذٍى ؿجىِ ؿىل  تحمیمبت ػوذتبً ثِ ػوت سٍؽّبی ثؼذ سًٍذ ثَدى ّؼتٌذ. ثب ایي ٍخَد سٍی ّن سفتِ دس ػبل

ّبی ؿىل لَی هبًٌذ ًبپبیذاس ثَدى، ػذم همبٍم ثَدى ٍ هؼیف گشایؾ یبفتِ اػت. ایي اهش ثخـی ثِ ػلت هؼبیت سٍؽ

ّبی ثش هجٌبی ؿىل هؼیف تش ثَدى سٍؽ همبٍم ،دلت پبییي ثِ ٍیظُ ثشای هؼبئل ثب ؿشى هشصی هـتمی اػت. دس همبثل

ّبی ؿىل لَی ٍ ّوچٌیي توشوض تحمیمبت فشاٍاى ثش سٍؽ الوبى هحذٍد وِ اص ؿىل هؼیف اػتفبدُ هی  سٍؽًؼجت ثِ 

 ّبی ثذٍى ؿجىِ ؿىل هؼیف ثَدُ ثبؿذ. تَاًذ دلیل حشوت ثِ ػوت سٍؽوٌذ، هی

 

 ّبی ثذٍى ؿجىِ ؿىل هؼیفسٍؽ -2-2-2

ٌٌذ ٍ هوىي اػت ثِ دٍ ؿىل ولی ٍ وّب اص ؿىل هؼیف هؼبدلات ٍ ؿشایي هشصی حبون اػتفبدُ هیایي سٍؽ

ّبی ثذٍى ؿجىِ افضایؾ چـوگیشی دس تحمیمبت اختلبف یبفتِ ثِ سٍؽ 5332اص اٍایل دِّ . هحلی ثِ وبس گشفتِ ؿًَذ

ًبهیذًذ اسائِ  9( سٍؿی وِ آى سا سٍؽ الوبى پخؾ ؿذ5332ٍُ ّوىبساى ) 2ؿَد. ًیشٍلغهـبّذُ هیولی ؿىل هؼیف 

. تَاثغ [92]ثٌذی هؼبدلِ گبلشویي لاصم اػتّب ٍ تَكیفی اص هشص هیذاى ثشای فشهَلای اص گشُوشدًذ وِ دس آى تٌْب هدوَػِ

ؿًَذ. ای هٌٌجك هیّبیی ّؼتٌذ وِ ثب تمشیت هیٌیون هشثؼبت هتحشن ثش همبدیش گشُ ایهیبًیبثی دس ایي سٍؽ چٌذخولِ

ؽ ًیبصی ثِ ؿجىِ )اص ًَػی وِ دس الوبى هحذٍد اػت( ًیؼت، ٍلی ٌَّص ّن ثشای هحبػجِ ّشچٌذ ظبّشاً دس ایي سٍ

ؿَد وِ ایي سٍؽ یه سٍؽ وبهلاً ثبؿذ وِ ّویي اهش ثبػث هیًیبص ثِ ًَػی ؿجىِ ووىی هی ،ّب ثِ سٍؽ ػذدیاًتگشال

ذُ سٍؿی اسائِ وشدًذ وِ آى سا ( دس اداهِ سٍؽ الوبى پخؾ ؿ5332ٍ ّوىبساى ) 2ثذٍى ؿجىِ هحؼَة ًگشدد.  ثلیچؼىَ

. دس ایي سٍؽ خولات اهبفی دس هـتمبت تَاثغ دسًٍیبثی وِ دس سٍؽ ًیشٍلغ ٍ [91]ًبهیذًذ 1سٍؽ ثذٍى الوبى گبلشویي

 ّب اص یه ؿجىِ ػلَلی هٌظن ّوىبساى غیش هشٍسی فشم ؿذُ ثَد، دس ًظش گشفتِ ؿذ. ػلاٍُ ثش ایي ثشای هحبػجِ اًتگشال

 

                                                 
1
‌moving least-squares (MLS) 

2
‌Nayroles  

3
‌Diffuse element method (DEM) 

4
‌Belytschko  

5
‌Element free Galerkin (EFG) 
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( ایي ًَع تمشیت سا ثِ 5331) 2ٍ هلٌه 9( ٍ ثبثَؿىب5331) 2ٍ اٍدى 5وىی اػتفبدُ ؿذ. دٍاستثِ ػٌَاى ؿجىِ و

اًذ ٍ فشآیٌذّبی الوبى هحذٍد دػتِ ثٌذی وشدُ 1افشاص ٍاحذ الوبى هحذٍد ّبی ثِ اكٌلاحای اص سٍؽػٌَاى صیش هدوَػِ

لیَ ٍ ّوىبساى . [96-91]اًذافشاص ٍاحذ اسائِ وشدُ 6ایّبی هشتجِای ثب اػتفبدُ اص دسًٍیبثیثْجَد یبفتِ ٍ ثذٍى ؿجىِ

. ایي [91]ثَدّبی ثذٍى ؿجىِ سا اسائِ وشدًذ وِ ثش هجٌبی ّؼتِ ثبص تَلیذی ٍ تحلیل هَج هتفبٍتی اص سٍؽ ( دػت5331ِ)

ح اسائِ سٍؽ، وِ ثشای ثْجَد سٍؽ ّیذسٍدیٌبهیه رسُ ّوَاس اص ًشیك اسهبی ؿشایي ػبصگبسی ثب اػتفبدُ اص تبثغ تلحی

ؿَد. ایي سٍؽ اهىبى ایدبد ًَع خذیذی اص تَاثغ ؿىل سا ثب ًبهیذُ هی 1ای ّؼتِ ثبصتَلیذیؿذ، اكٌلاحبً سٍؽ رسُ

تَاًذ دس داهٌِ اًتمبل ٍ اتؼبع یبثذ ٍ ًیبص ثِ تؼشیف ای هیوٌذ. تبثغ پٌدشُفشاّن هی 1ایاػتفبدُ اص تجذیل اًتگشالی پٌدشُ

 الوبى سا ثشًشف ػبصد.

( ثش هجٌبی هؼبدلِ ؿىل 5331ٍ ّوىبساى ) 3ّبی ثذٍى ؿجىِ ؿىل هؼیف هحلی ًخؼتیي ثبس تَػي آتلَسیسٍؽ 

-اسائِ ؿذ وِ اكٌلاحبً سٍؽ پتشٍف MLSگبلشویي ٍ تبثغ ؿىل ثذػت آهذُ اص دسًٍیبثی ثِ سٍؽ -هؼیف هحلی پتشٍف

وِ تَػي خی آس لیَ ٍ  55هحلی ای ؿؼبػیسٍؽ دسًٍیبثی ًمٌِ .[22,93]ًبهیذُ ؿذ 52گبلشویي هحلی ثذٍى ؿجىِ

. ایي [25]ثبؿذّبی ؿىل هؼیف هحلی هیای اػتفبدُ ؿذُ اػت، اص خولِ سٍؽّوىبساى ٍ دس آى اص سٍؽ دسًٍیبثی ًمٌِ

گیشی ًیبصی ثِ ؿجىِ ووىی خذاگبًِ ًذاسد ٍ ثِ ّویي ػلت ثشای اًتگشال ّبی ؿىل هؼیف ولی ثشخلاف سٍؽّب سٍؽ

 ؿَد.ؿىل هؼیف ٍالؼبً ثذٍى ؿجىِ هحؼَة هی ّبیسٍؽ

 

12قَی -ّای بدٍى شبکِ شکل ضعیفرٍش -2-2-9
 

ؿَد تَػي خی آس  لَی وِ دس آى اص تشویت ؿىل هؼیف ٍ ؿىل لَی اػتفبدُ هی-سٍؽ ثذٍى ؿجىِ ؿىل هؼیف

 . ایذُ اكلی ایي سٍؽ ایي اػت وِ دس[22-29]( اسائِ ؿذُ اػت2229، 2222) 59لیَ ٍ گَ

                                                 
1
‌Duarte  

2
‌Oden  

3
‌Babuska  

4
‌Melenk  

5
‌Partition of unity finite element method (PUFEM) 

6
‌Hierarchical  

7
‌Reproducing kernel particle method (RKPM) 

8
‌Integral window transform 

9
‌Atluri  

10
‌Meshless local Petrov-Galerkin method (MLPG) 

11
‌Local radial point interpolation method (LRPIM)  

12
‌Meshfree weak-strong (MWS) form method 

13
‌Gu 
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ّبی هختلف وِ ؿشایي  تؼییي دػتگبُ هؼبدلات هٌفلل ؿذُ هؼئلِ، اص ّش دٍ ؿىل لَی یب هؼیف ثشای گشٍُ گشُ 

-ثشای توبم گشُ هحلی )ثِ دلیل ػبدگی اػوبل ؿشى هـتمی( ؿَد. ؿىل هؼیفهختلفی ثش آًْب حبون اػت اػتفبدُ هی

ّب اػتفبدُ ثشای ػبیش گشًُیض سٍد. اص ؿىل لَی هی ّبیی وِ سٍ ٍ یب ًضدیه هشصّبی ثب ؿشى هشصی هـتمی ّؼتٌذ ثِ وبس

 آل ثشای هؼبئل هٌْذػی اػت.ؿَد. ایي سٍؽ دس حبل حبهش تمشیجبً یه سٍؽ ثذٍى ؿجىِ ایذُهی

ّبی هَسد ًیبص ثشای اًفلبل هؼبدلات دس ػشاػش داهٌِ حل تَصیغ ؿذ، گشُ دُّبی وِ تب ایٌدب ؿشح دادس ّوِ سٍؽ

 ّبگشُ ّب. دس ایي سٍؽٍخَد داسًذّبی ثذٍى ؿجىِ هشصی ًیض سٍؽّب، ى وشد وِ ػلاٍُ ثش ایي سٍؽاهب ثبیذ ػٌَا ؿًَذهی

. هؼبدلِ اًتگشال هشصی ثِ ٍػیلِ تَاثغ ٍخَد ًذاسدای دس داخل داهٌِ ٍ ّیچ گشُ ؿًَذتَصیغ هیهشصّبی داهٌِ  سٍی تٌْب

 ،ّب. یىی اص ایي سٍؽآیٌذّبی هشصی ثِ دػت هیٍ هؼبدلات اًفلبل ثب اػتفبدُ اص تَاثغ ؿىل گشُ ؿَدتؼییي هی 5گشیي

ّبیی وِ ثِ ًَس ثبؿذ وِ دسآى هشص داهٌِ ثب گشُ( هی5331ٍ هَخشخی ) 9اسائِ ؿذُ تَػي هَخشخی 2سٍؽ گشُ هشصی

ایي سٍؽ تَػي  .[22]ؿَداػتفبدُ هی ثشای تؼییي تَاثغ ؿىل MLSؿَد ٍ اص تمشیت اًذ هـخق هیهٌبػت پخؾ ؿذُ

( دس هَسد هؼبئل خبهذاتی ثِ وبس سفتِ ٍ ًتبیح لبثل لجَلی گضاسؽ ؿذُ 2225، 2222، 5333ٍ ّوىبساى ) 2چبتی

ؿَد اػوبل اػت، اػتفبدُ هی 1وِ فبلذ خبكیت دلتبی وشًٍىش MLSاص آًدبیی وِ دس ایي سٍؽ اص تمشیت  .[21-21]اػت

ٍ چَى اسهب ؿذى ایي ؿشایي ثِ كَست دلیك دس ایي سٍؽ الضاهی اػت تؼذاد ؿَد هَاخِ هیؿشایي هشصی ثب دؿَاسی 

سٍؽ ثذٍى ؿجىِ  ؿَد وِ اص ًظش هحبػجبتی همشٍى ثِ كشفِ ًیؼت.دٍ ثشاثش هی  6هؼبدلات ًؼجت ثِ سٍؽ الوبى هشصی

ٍ ّوىبساى  3( ٍ اػلادن5331ٍ ّوىبساى ) 1ثبؿذ وِ تَػي طٍهی 1سٍؽ هؼبدلِ اًتگشال هشصی هحلی ،هشصی دیگش

ّبی پخؾ ؿذُ . دس ایي سٍؽ داهٌِ ٍ هشص آى ثِ ٍػیلِ گشُ[21-12]اسائِ ؿذ دس حل هؼبئل خٌی ٍ غیش خٌی (2222)

سٍد. گَ ٍ خی آس لیَ ؿَد. ثشای ّش گشُ هیذاى هؼبدلِ اًتگشال هشصی دس یه داهٌِ هحلی هٌظن ثِ وبس هیهـخق هی

 سا   55ای  ٍ ؿؼبػیثش هجٌبی تَاثغ پبیِ چٌذ خولِ 52ایّبی دسًٍیبثی ًمٌِ( سٍؽ2229، 2222، 2225)

                                                 
1
‌Green’s functions 

2
‌Boundary node method (BNM) 

3
‌Mukherjee  

4
‌Chati 

5
‌Kronecker delta function property 

6
‌Boundary element method (BEM) 

7
‌Local boundary integral equation (LBIE) 

8
‌Zhu  

9
‌Sladek  

10
‌Point interpolation methods (PIM) 

11
‌‌Radial basis function (RBF) 
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ثِ وبس  2ای ؿؼبػی هشصیٍ دسًٍیبثی ًمٌِ 5ای هشصیثٌذی دٍ سٍؽ ثذٍى ؿجىِ هشصی دسًٍیبثی ًمٌِثشای فشهَل

ذ ٍ اص ًظش هحبػجبتی حتی ٌثبؿتَاثغ ؿىل حبكل اص ایي تَاثغ پبیِ داسای خبكیت دلتبی وشًٍىش هی .[15-12]ثشدًذ

 ثبؿٌذ.تش هی همشٍى ثِ كشفًِیض  BEMًؼجت ثِ سٍؽ 

 

 

 

 

 

 ّبی ثذٍى ؿجىِ فشآیٌذ حل هؼئلِ دس سٍؽ -2-9

 .تؼییي داهٌِ (5

ّب ثِ دلت هَسد ًظش دس  ؿَد. چگبلی گشُ ّب دس هیذاى ٍ هشصّبی آى تؼییي هی ػیلِ تَصیغ گشُ هیذاى حل هؼئلِ ثِ ٍ

لبثل اػتفبدُ  ّب ّبی اًٌجبق دس ایي سٍؽ ّب هؼوَلا یىٌَاخت ًیؼت. اص آًدبیی وِ الگَسیتن تَصیغ گشُهؼئلِ ثؼتگی داسد. 

 ّب اّویت چٌذاًی ًذاسد.  ؿَد ٍ تَصیغ اٍلیِ گشُ ّب ًْبیتب ثب تحلیل اًٌجبلی تٌظین هی ّؼتٌذ چگبلی گشُ

 .تؼییي فشم لَی یب فشم هؼیف هؼبدلات دیفشاًؼیل حبون (2

 ؿَد. هؼیف هؼبدلات اص اكل تغییشات ٍ یب سٍؽ ثبلیوبًذُ ٍصًی اػتفبدُ هی ثشای تؼییي فشم

 .دسًٍیبثی یب تمشیت تبثغ (9

 هشاخؼِ ؿَد(. 9ؿَد )ثِ فلل  داهٌِ هؼئلِ تمشیت صدُ هی اصهتغیش هیذاى دس ّش ًمٌِ 

 .تـىیل دػتگبُ هؼبدلات خجشی  (2

ثب وبسثشد هؼبدلات فشم لَی یب هؼیف حبون ثش ػیؼتن ٍ اػتفبدُ اص دسًٍیبثی هٌبػت ثشای هتغیش هیذاى، دػتگبُ هؼبدلات 

آیذ. ایي هؼبدلات اغلت ثِ كَست یه هبتشیغ ثشای ّش گشُ ًَؿتِ ؿذُ ٍ  ػبصی هیذاى ثذػت هی خجشی حبكل اص گؼؼتِ

ؿًَذ. هبتشیغ دػتگبُ هؼبدلات دس  ثِ ول داهٌِ لشاس دادُ هی ای دس هبتشیغ ولی هشثَى ّبی گشُ ػپغ ایي هبتشیغ

تَاًذ  ٍ داسای پٌْبی ثبًذ هحذٍد اػت ٍلی ثؼتِ ثِ ًَع سٍؽ هی 9سٍؽ الوبى هحذٍد تٌه هـبثِّبی ثذٍى ؿجىِ  سٍؽ

 ثبؿذ.   یب هتمبسى ًبهتمبسى

                                                 
1
‌Boundary point interpolation method (BPIM) 

2
‌Boundary radial point interpolation method (BRPIM) 

3
‌sparse 
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 .حل دػتگبُ هؼبدلات ولی ٍ ثذػت آٍسدى هتغیش هؼئلِ (1

ّبی حل دػتگبُ هؼبدلات ثب هبتشیغ  ّبی ثذٍى ؿجىِ، الگَسیتن مبسى ثَدى هبتشیغ هؼبدلات دس سٍؽثب تَخِ ثِ اهىبى ًبهت

 ًبهتمبسى هَسد ًیبص اػت. 

 ثذٍى ؿجىِ ثش هجٌبی همبیؼِ ثب سٍؽ الوبى هحذٍد ًـبى دادُ ؿذُ اػت. ّبی دس ؿىل صیش هشاحل حل هؼئلِ دس سٍؽ

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ثب تَخِ ثِ ًوَداس فَق:

  ؿًَذ. یگش خذا هیذّب اص یى دٍ سٍؽ دس هشحلِ تَلیذ ؿجىِ یب تؼییي گشُ (5

 .ّبی ثذٍى ؿجىِالوبى هحذٍد ٍ سٍؽ سٍؽ دسؿوبی ػولیبتی  -9-2ؿىل 
 

 

 هؼئلِ ٍ هؼبدلات حبون ٍ ؿشایي هشصی ٌّذػِ تؼییي

 تَلیذ ؿجىِ ّبی هیذاىتؼییي گشُ

تؼییي تبثغ ؿىل ثش هجٌبی 

 ّب دس صیش ًبحیِ هحلیگشُ

تؼییي تبثغ ؿىل ثش هجٌبی 

 الوبى اص پیؾ تؼشیف ؿذُ

 ػبصی هیذاىگؼؼتِ حبكل اص دػتگبُ هؼبدلات

 حل دػتگبُ ثشای هتغیش هیذاى

 پغ فشآیٌذ

 بدٍى شبکِ الواى هحدٍد
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ّبی اص  هحذٍد تَاثغ ؿىل ثِ ٍػیلِ الوبى تؼییي تَاثغ ؿىل دس ایي دٍ سٍؽ هتفبٍت اػت. دس سٍؽ الوبى (2

ؿًَذ ٍ تَاثغ ؿىل ثشای ػشاػش الوبى یىؼبى اػت. دس سٍؽ ثذٍى ؿجىِ تَاثغ  پیؾ تؼشیف ؿذُ تؼییي هی

آیٌذ ٍ  دػت هیِ ّبی هَخَد دس صیش ًبحیِ هشثَى ثِ آى ًمٌِ ث ؿىل تٌْب ثشای ًمٌِ هَسد ًظش ٍ ثش هجٌبی گشُ

 .هشاخؼِ ؿَد( 9)ثِ فلل  ًظش تغییش وٌٌذ سد تَاًٌذ ثب تغییش ًمٌِ هَ هی

 دٍ سٍؽ اص هشحلِ تـىیل دػتگبُ هؼبدلات سًٍذ یىؼبًی داسًذ. (9
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 فصل سَم

ّای بدٍى در رٍش ابع شکلَت ساختار

 شبکِ
 

 

 2داهٌِ تبثیشٍ  5داهٌِ پـتیجبًی -9-5

هؼئلِ وِ تَػي هؼبدلات ثِ دػت آٍسدى حل تمشیجی ثشای یه  ساػتبی اؿبسُ ؿذ، دس دٍمّوبى ًَس وِ دس فلل 

-، یىی اص ًیبصّبی اٍلیِ وِ ثبیذ لجل اص ّش ًَع فشهَلهٌذ ؿذُ اػتؿشایي هشصی هـخق(  لبًَى ثبدیفشاًؼیل خضئی ) 

 ثشای ػبخت تَاثغدسًٍیبثی ّبی هختلف ثٌذی هـخق ؿَد اػتفبدُ اص تبثغ تمشیت هٌبػت اػت. دس ایي فلل سٍؽ

 تمشیجیایي تَاثغ  .تَهیح دادُ خَاّذ ؿذثذٍى ؿجىِ  ّبیسٍؽسًٍذ( دس  )وِ ثشای تَلیذ تَاثغ تمشیجی ثِ وبس هی 9ؿىل

داسای  ثبؿذهیّب ای اص گشُؿًَذ ٍ ثِ ّویي دلیل تٌْب دسٍى یه ًبحیِ وِ ؿبهل هدوَػِثِ كَست هحلی تؼییي هی

دلت  ؿَد. ًبهیذُ هی داهٌِ پـتیجبًی ؿًَذ. ایي ًبحیِ،ٍ دس خبسج اص ایي ًبحیِ كفش دس ًظش گشفتِ هی ّؼتٌذهمذاس 

تَاًذ دلت ٍ وبساهذ ثَدى تمشیت هٌبػت هی داهٌِ پـتیجبًیّبی هَخَد دس ایي ًبحیِ ثؼتگی داسد ٍ یه دسًٍیبثی ثِ گشُ

لشاس داسد اًذاصُ ایي ًبحیِ ثِ كَست صیش تؼییي  هٌِ پـتیجبًیداوِ دس هشوض xQ  سا توویي ًوبیذ. ثشای یه ًمٌِ دلخَاُ

 ؿَد:هی

(9-5)         

ّبی وٌذ ٍ هؼوَلاً ثب اًدبم آصهبیؾسا وٌتشل هی داهٌِ پـتیجبًیی اػت وِ اًذاصُ ٍالؼی هشیت ثذٍى ثؼذ   

دس ثؼیبسی اص هؼبئل هَسد هٌبلؼِ هٌدش ثِ حل لبثل  9تب  2اًتخبة ایي هشیت ثیي  ؿَد. ثِ ًَس ولیػذدی تؼییي هی

 لاصم ثِ روش اػت وِ ثبؿذ.هی xQ ًمٌِ ثیي ًمبى دس ًضدیىی هتَػي فبكلِ   . [11]گشددلجَلی هی

                                                 
1
‌support domain 

2
‌influence domain 

3
‌shape function 
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( ٍ یب حتی اًذاصُ 5-9)ؿىل  ثشای ّش ًمٌِ دلخَاُ اص هیذاى هتفبٍت ثبؿذ تَاًذهی داهٌِ پـتیجبًیاًذاصُ ٍ ؿىل  

 (.                     ) ّبی هختلف ثبؿذیه ًمٌِ دس خْتآى دس 

 

 

 

 

 

 

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-هی داهٌِ پـتیجبًیچبًچِ اؿبسُ ؿذ، اػت.  داهٌِ تبثیشسٍد، ؿىل ثِ وبس هیهفَْم دیگشی وِ دس ػبخت تَاثغ 

-ّبی هیذاى ثٌب هیتٌْب ثِ هشوضیت گشُ داهٌِ تبثیشّبی هیذاى( ثٌب ؿَد اهب تَاًذ ثِ هشوضیت ّش ًمٌِ دلخَاُ )حتی گشُ

ّبیی اص هیذاى ًمٌِ دلخَاُ اص هیذاى، گشُ یهؿَد وِ: دس ػبختي تَاثغ ؿىل ثشای ؿَد. اكٌلاحبً ایي گًَِ ثیبى هی

دس ػبخت تَاثغ ؿىل ثشای  دس ؿىل صیش ثِ ػٌَاى هثبل ثبؿذ. هَسد ًظش ًمٌِهل ّب ؿبآى داهٌِ تبثیشػْین ّؼتٌذ وِ 

 د.ًذاسؿشوت   9لی گشُ ٍؿشوت داؿتِ  2، 5ّبی گشُ xQِ دلخَاُ مًٌ

 

 

 

 

 

 × :(      xQًمٌِ دلخَاُ )                      :     ّبی هیذاىگشُ

 

 ّبی ثذٍى ؿجىٍِؽسداهٌِ پـتیجبًی هحلی ثشای تمشیت تبثغ دس  -5-9ؿىل 
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 داسای هضایبی صیش اػت: داهٌِ پـتیجبًیثِ خبی  داهٌِ تبثیشاػتفبدُ اص 

 ثبؿذ.داسای ػولىشد ثْتشی هی داهٌِ تبثیشّب ًبهٌظن اػت، ّب دس آىّبیی وِ تَصیغ گشُدس هیذاى 

  ُّب سا دس ػبخت تَاثغ ؿىل دس ّش ػْن ایي گشُتَاى ّبی هختلف هیدس گشُ داهٌِ تبثیشثب تغییش دادى اًذاص

 ّب ػْن ثیـتش ٍ ثشخی داسای ػْن ووتشی ثبؿٌذ.ای وِ ثؼوی اص گشُهؼیي وشد ثِ گًَِ ،ًمٌِ دلخَاُ

 ُّب اًدبم ؿَد ووتش ّبی هیذاى اص تؼذاد ًمبًی وِ لشاس اػت دسًٍیبثی دس آىاص آًدبیی وِ هؼوَلاً تؼذاد گش

وِ ایي اهش اص ًظش هحبػجبتی  ثبؿذ ًیض ووتش هی پـتیجبًیذاد ًَاحی تبثیش اص تؼذاد ًَاحی اػت، ثٌبثشایي تؼ

     ثبؿذ.تش هیهٌبػت

 ّبی ثذٍى ؿجىِثشای تمشیت تبثغ دس سٍؽًبحیِ تبثیش  -2-9ؿىل 
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 ؿَد.( تؼییي هی5-9اص ّوبى ساثٌِ ) ًیض لاصم ثِ روش اػت وِ اًذاصُ ایي ًبحیِ

 

 

 ّبی ثذٍى ؿجىِال دس سٍؽّبی یه دسًٍیبثی ایذٍُیظگی -9-2

 ثذٍى ؿجىِ ثبیذ ؿشایي صیش سا داؿتِ ثبؿذ: ّبیدس سٍؽتَاثغ  تمشیت صدىیه سٍؽ خَة ثشای 

 ّبی هیذاى همبٍم ثبؿذ.ثِ اًذاصُ وبفی دس ثشاثش تَصیغ دلخَاُ ٍ الجتِ هٌٌمی گشُ (5

 بؿذ )پبیذاسی(.ثاص ًظش ػذدی پبیذاس  (2

ػبختِ ؿذُ ثبیذ ًؼجت ثِ آؿفتگی اًذن پبیذاسی اص دٍ دیذگبُ اّویت داسد. اٍل دسًٍیبثی پبیذاس، یؼٌی ایي وِ تَاثغ ؿىل 

پبیذاس ثبؿٌذ ٍ ایي اهش هؼتلضم آى اػت وِ هبتشیغ هَهٌتَم وِ ثب اػتفبدُ اص تَصیغ ًمبى  داهٌِ پـتیجبًیّب دس هىبى گشُ

ثبؿذ. دیذگبُ دٍم هشثَى ثِ حل پبیذاس اػت ثِ ایي هؼٌی وِ حل ػذدی حبكل اص تَاثغ  5آیذ خَؽ حبلتثِ دػت هی

ّبی غیشفیضیىی ثبؿذ. دس ایي حبلت حتی هوىي اػت دسًٍیبثی پبیذاس ثبؿذ ٍلی ثِ دلیل ػذم ؿىل ًجبیذ داسای ًَػبى

ثبؿذ.  ایي هَسد ثِ ًَس چـوگیش دس  تٌبثك ًشح دسًٍیبثی )یب سٍؽ حل( ثب ًجیؼت فیضیىی هؼئلِ، ًبپبیذاسی ٍخَد داؿتِ

 فشهَلجٌذی ،ؿَد. دس ایي حبلت ثب تَخِ ثِ ػجبسات غبلت دس هؼبدلات ٍ فیضیه هؼئلِدیذُ هی 2هؼبئل خبثدبیی غبلت

دس وبسّبی  9دػت دٌّذ وِ پبیذاسی حبكل گشدد. چٌیي تغییشاتی تحت ػٌَاى ًشح ثبلاای تغییش هیسا ثِ گًَِ )دسًٍیبثی(

 (،5316ٍ ّوىبساى ) 3(، وشیؼتی2222، 5311) 1ٍ تیلَس 1(، صیٌىیَیىض5312) 6ٍ ثشثیب 1(، ادی5312ّوىبساى )ٍ  2بیويػ

ٍ آتلَسی  51لیي(، 5333) 52ٍ پپش 59ٌّشیچ، [92] (5331(، اًٍیبتِ )5311) 52هَستي(،  5312) 55ّیَص ٍ 52ثشٍوغ

 -61]خَسدثِ چـن هی( 2221( ٍ حبخی هحوذی )2221، 2221هٌؾ ٍ ّوىبساى )(، ػبسف2225، 2222)

 

                                                 
1
‌well-conditioned 

2
‌convection dominated problems 

3
‌upwind scheme 

4
‌Guymon 

5
‌Adey 

6
‌Brebbia 

7
‌Zienkiewicz 

8
‌Taylor 

9
‌Chiristie 

10
‌Brooks 

11
‌Hughes 

12
‌Morton 

13
‌Heinrich 

14
‌Pepper 

15
‌Lin 
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، ثحث وبهل دّذسٍی هی SPHّبی وــی ؿْشت داسد وِ دس سٍؽ ّبی حلی ثِ ًبپبیذاسیًَع دیگشی اص ًبپبیذاسی .[16

  ثبؿذ.هَخَد هی [92]ی دس هشخغ دس هَسد ایي ًَع ًبپبیذاس

 .(5ثجبت) ًوبیذسا اسهب  ثجبتهشتجِ خبكی اص  (9

 ثبؿذ وِ ثبػث ّوگشایی سٍؽ ثذٍى ؿجىِ گشدد.هشثَى ثِ حوَس یه تبثغ تمشیت دلیك هیایي خلَكیت 

 (.2كفش ثبؿذ )فـشدگی تمشیتداهٌِ خبسج اص  (2

 تٌه ثَدُ ٍ ثِ ػبدگی حل ؿَد. ؿَد وِ دػتگبُ هؼبدلات حبكلث هیایي ٍیظگی ثبػ               

تبثغ هدَْلات تمشیجی وِ ثب اػتفبدُ اص تبثغ ؿىل ثِ دػت آهذُ ثبیذ ثشحؼت سٍؽ هَسد اػتفبدُ  (1

 (.9حدن وٌتشل هحلی پیَػتِ ثبؿذ )ػبصگبسی)ولی یب هحلی( دس ول داهٌِ یب 

ثشای تمشیت هتغیش ثِ ایي هؼٌی وِ  .داؿتِ ثبؿذ 2ًىشٍال اػت وِ خبكیت دلتبی وشتبثغ ؿىلی ایذُ (6

 ّب كفش ثبؿذ.دس آى گشُ ثشاثش یه ٍ دس ػبیش گشُتبثغ ؿىل ، همذاس تمشیتداهٌِ شُ اص هیذاى دس ّش گ

ٍخَد  1ّبی هختلفی ثشای اػوبل ؿشایي هشصی اػبػیثِ دلیل ایي وِ سٍؽ ایي ٍیظگی داؿتي الجتِ

 (. هشاخؼِ ؿَد 2فلل ثِ داسد، چٌذاى هشٍسی ًیؼت )

 .(6ثَدى )وبساهذ ثبؿذٍ همشٍى ثِ كشفِ  اص ًظش هحبػجبتی وبساهذ (1

 

 ثذٍى ؿجىِ ّبیدس سٍؽ دسًٍیبثی ّبیتىٌیه -9-9

ّبی ثذٍى ّبی هَثش ثشای ػبخت تَاثغ ؿىل یىی اص هَهَػبت خزاة دس تحمیمبت هشثَى ثِ سٍؽتَػؼِ سٍؽ

-َلهّبی ثذٍى ؿجىِ پیـٌْبد ؿذُ اػت. ایي فشسٍؽ . تب وٌَى چٌذیي تىٌیه ثشای دسًٍیبثی دسؿَدهحؼَة هیؿجىِ 

گًَِ ٍ تمشیت تمشیت اًتگشالی، تمشیت ػشی ،تبثغ ثِ ػِ دػتِ تمشیت )ًوبیؾ( تئَسی ثش حؼت ًَعتَاى هیّب سا ثٌذی

 .ًوَدثٌذی هـتمی تمؼین

 

 تقزیب اًتگزالی -3-3-1

 تَاى ثِ كَست صیش ًوبیؾ داد: ( سا هیتمشیت)داهٌِ  Ωدس ّش ًمٌِ دلخَاُ اص ًبحیِ هحلی      تبثغ 

                                                 
1
‌consistency 

2
‌compact 

3
‌compatibility 

4
‌Kronecker delta function property 

5
‌essential boundary conditions 

6
‌efficiency 
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(9-2)            ∫     

  

  

𝛿        

ّبی ثبؿذ. ایي ًَع تمشیت اص تبثغ ّش چٌذ دلیك اػت اهب اػتفبدُ اص آى دس سٍؽتبثغ دلتبی دیشان هی    𝛿وِ 

ػذدی ثِ ػلت حوَس تبثغ دلتبی دیشان ٍ حذٍد اًتگشال ثؼیبس هـىل خَاّذ ثَد. اص ایي سٍ تبثغ ثِ ووه اًتگشال ٍصًی ٍ 

 ؿَد.صدُ هی هحذٍد صیش تخویي

(9-9)            ∫     

 

           

ًیض ًَل ّوَاسػبصی اػت وِ دس ٍالغ  hؿَد، تبثغ ٍصى یب تبثغ ّوَاسػبص ٍ یب تبثغ ّؼتِ ًبهیذُ هی          وِ 

تمشیت ّوگشا وٌذ. ثشای ایي وِ ایي تمشیت، یه اًذاصُ ًبحیِ تمشیت یب داهٌِ پـتیجبًی ٍ یب داهٌِ تبثیش سا وٌتشل هی

 )پبیذاس( ثبؿذ تبثغ ٍصى ثبیذ داسای ؿشایي صیش ثبؿذ:

  :2         هثجت ثَدى         . 

   :2         فـشدُ ثَدى           . 

  :ٍاحذ ثَدى∫            5
 

. 

 .ًضٍلی یىٌَاخت ثَدى 

  :سفتبس تبثغ دلتبی دیشان داؿتي      →𝛿        → 2 

  .سٍدهیثِ وبس  SPH  ٍRKPMّبی سٍؽایي ًَع تمشیت دس  

 

 تقزیب هشتقی -3-3-2

. دس ایي اػتفبدُ ؿذُ اػت ثِ كَست ػشی تیلَس GFDMّب دس ٍ ثؼذ FDMپیؾ دس  ّبایي دسًٍیبثی اص هذت 

 ؿَد:ثِ كَست صیش ػول هی  دس ًمٌِ دلخَاُ   تىٌیه ثشای تمشیت تبثغ 

(9-2) 
                     

      

2 
     2   

 
    5    

   5  
       5     

 وِ:

(9-1)    
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 با استفادُ اس سزیتقزیب  -3-3-3

 2ًْبیتدس یه فوب ثب ثؼذ ثی 5یه هدوَػِ اص تَاثغ پبیِ هتؼبهذ ٍاحذ      2     5 داًین اگش چٌبًچِ هی

 ایي تَاثغ ثِ كَست صیش ثؼي داد: تَاى ّش تبثغ دس ایي فوب سا ثشحؼتثبؿٌذ، هی

(9-6)      ∑       

  

  5

 

اهب هؼوَلاً ثِ خبی اػتفبدُ اص توبم تَاثغ پبیِ هتؼبهذ ٍاحذ، اص تؼذاد ثَدُ وِ ثبیذ تؼییي ؿًَذ.       هشایت    

 دػت دٌّذ یؼٌی:ؿَد وِ لبدسًذ ثْتشیي تمشیت اص تبثغ هَسد ًظش سا ثِ ( اػتفبدُ هیmّب )هحذٍدی اص آى

(9-1) 
           ∑       

 

  5

 { 5        2               } {

 5
 

  

}

     

ٍ ّن اوٌَى ًیض دس  اًذظَْس وشدُ ٍ گؼتشؽ یبفتِ FEMدس  ذ ثِ ًَسی وًِای ًَلاًی داستبسیخچِ ّبایي تمشیت

حذالل  ،9حذالل هشثؼبت، PIM ّبیسٍؽ ،اداهِ دس ؿًَذ.ّبی دلخَاُ اػتفبدُ هیّبی ثذٍى ؿجىِ ثب تَصیغ گشُسٍؽ

 .ذ ؿذٌدادُ خَاّؿشح  وبهل ثب خضئیبت ،ؿَد( هیاص ایي ًَع تمشیت اػتفبدُ  ّبدس آىوِ ) MLSٍ  2هشثؼبت ٍصًی

 

 PIMدسًٍیبثی  تَاثغ ؿىل -9-2

ثِ وبس سفتِ  FEMّبیی ًظیش ّبػت ٍ ثِ كَست گؼتشدُ دس سٍؽتشیي دسًٍیبثیوِ یىی اص لذیوی دس ایي دسًٍیبثی

 تَػي Ωsوِ دس للوشٍ  َدُثیه تبثغ پیَػتِ      فشم وٌیذ  ؿَد.اػتفبدُ هی ثشای تمشیت تبثغ اص هفَْم ػشیاػت، 

 ؿَد:ست صیش تمشیت صدُ هیَهمذاس تبثغ ثِ ك xّب تؼشیف ؿذُ اػت. دس ًمٌِ دلخَاُ ای اص گشُهدوَػِ

(9-1) 
           ∑       

 

  5

 { 5        2               } {

 5
 

  

}

     

 

 

                                                 
1
‌orthonormal 

2
 ؿَد. ، ثؼذ آى فوب اًلاق هیتبثؼی ثِ تؼذاد تَاثغ پبیِ هؼتمل خٌی هَخَد دس یه فوبی‌

3
‌least squares (LSQ) 

4
‌weighted least squares (WLS) 
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ثَدُ       یت اهش   ّب ٍ ایتؼذاد چٌذخولِ m، [   ]   هختلبت  دػتگبُ ای دستَاثغ پبیِ چٌذخولِ       

 هختلبتذ، ثِ ػٌَاى هثبل ثشای ًؿَ ػبختِ هی( 9-9)ؿىل  هثلت پبػىبل ثب اػتفبدُ اص       ذ.ًوِ ثبیذ تؼییي ؿَ

 ؿًَذ:ثِ كَست صیش تؼییي هی وبهل یه ثؼذی ٍ دٍ ثؼذی تَاثغ پبیِ خٌی

(9-3)       {5  }                  5     

(9-52)       {5   }            2     

 :ؿًَذدسخِ دٍم ًیض ثِ كَست صیش تؼشیف هی تَاثغ پبیِ

(9-55)            {5   2}                   5     

(9-52)             {5        2    2}           2     

   :خَاّین داؿت وبهل pّبی دسخِ ایچٌذخولِ ثب تؼوین سٍاثي ثبلا، ثشای 

(9-59)       {5   2      5   }                         5     

(9-52)       {5       2    2          }        2     

 

 

 

 

 

 

 

 

ثبؿذ، ّبی هیذاى هیگشُ اص گشُ nوِ ؿبهل  تمشیتداهٌِ یه x ثِ هشوض ًمٌِ  ،  ثشای تؼییي وشدى هشایت 

( m( ثب تؼذاد تَاثغ پبیِ ثِ وبس ثشدُ ؿذُ )n) تمشیتداهٌِ ّبی داخل ثبیذ تؼذاد گشُ PIMدّین. دس دسًٍیبثی تـىیل هی

 داهٌِ ّبی هَخَد دس ثِ ایي تشتیت تبثغ تمشیجی حبكل اص توبم گشُ (،   ثشاثش ثبؿذ )

 

 

 .دس هختلبت دٍ ثؼذی تَاثغ پبیِ ثشای هثلث پبػىبل -9-9ؿىل 
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-( دس ّشیه اص گش1ُ-9. ثب اػتفبدُ اص ایي هٌلت، ساثٌِ )(               ) ػجَس خَاّذ وشد تمشیت

 آیذ:ثِ كَست صیش دس هی تمشیتداهٌِ ّبی 

(9-51) 

{
 
 
 
 

 
 
 
  5  ∑     5   5   2 5   9 5    

 

  5

        

 2  ∑         5   2 2   9 2    

 

  5

        

 

   ∑         5   2    9     

 

  5

        

 

 ثبؿذ:( ثِ كَست صیش هی51-9ؿىل هبتشیؼی ساثٌِ )

(9-56)        

  وِ:

(9-51)    { 5  2    9    }  

(9-51)   { 5  2    9    }  
 

(9-53)    

[
 
 
 
 
5  5  5  5 5       5 
5  2  2  2 2       2 
5  9  9  9 9       9 
      
5                 ]

 
 
 
 

 

 

    ؿَد. اص آًدب وِ هَهٌتَم ًبهیذُ هیاكٌلاحبً هبتشیغ    ثشداس هشایت هدَْل ٍ   ای، ثشداس همبدیش گشُ   

 ( خَاّین داؿت:51-9ثب حل هؼبدلِ ) .اػت( m×mیب  n×nیه هبتشیغ هشثؼی ) ثب ثؼذ    اػت هبتشیغ 

(9-22)     
 5   

تغییش ًىٌذ، ثشای ّش  تمشیتداهٌِ گشُ هَخَد دس  nآیٌذ تب صهبًی وِ هدوَػِ وِ اص ایي ًشیك ثِ دػت هی  هشایت 

-ًتیدِ هیاػت      ایي وِ ٍ (1-9( دس ساثٌِ )22-9ثبثت ّؼتٌذ. اص خبیگزاسی ساثٌِ ) ،ًمٌِ دلخَاُ داخل ًبحیِ

 ؿَد:

(9-25)              
 5   ∑       

 

  5

      

  (x)Φ ؿَد:ثشداس تَاثغ ؿىل ثَدُ ٍ ثِ كَست صیش تؼشیف هی 
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(9-22)       { 5    2         }         
 5 

ّب ثِ ػبدگی ٍ ثِ ؿىل صیش لبثل آى lثبؿٌذ، هـتك هشتجِ ای هیثِ كَست چٌذ خولِ PIMثِ دلیل ایي وِ تَاثغ ؿىل 

 هحبػجِ خَاّذ ثَد:

(9-29)         

{
 
 

 
  5

      

 2
      
 

  
      }

 
 

 
 

 
       

  
  

 5 

  

 ػجبستٌذ اص:ّب( )ثب كشف ًظش وشدى اص اثجبت آىّبی ایي تَاثغ ؿىل ٍیظگی

 خَاّذ ثَد.  pهشتجِ تَاثغ ؿىل حبكل اص  ثجبتثبؿذ،  pای اگش ثبلاتشیي دسخِ تَاثغ پبیِ چٌذخولِثجبت:  (5

ای( : ایي تَاثغ ؿىل لبثلیت تَلیذ ّش تبثؼی وِ ؿبهل تَاثغ پبیِ ثبؿذ )ًِ الضاهبً تَاثغ چٌذ خول5ِتَاًبیی ثبصتَلیذ (2

 سا داسًذ.

ثبؿٌذ تَاثغ ؿىل ًیض هؼتمل خٌی هؼتمل خٌی هی تمشیتٌِ هؼتمل خٌی: اص آًدب وِ تَاثغ پبیِ دس داه (9

 خَاٌّذ ثَد.   

وٌذ )ثِ ػجَس هی تمشیتّبی هَخَد دس داهٌِ ثِ ػلت ایي وِ تبثغ تمشیت اص توبم گشُخبكیت دلتبی وشًٍىش:  (2

ثبؿذ وشًٍىش هی(، داسای خبكیت دلتبی تمشیتخَد دس داهٌِ َی هّبتؼذاد گشُ ثبثشاثشی تؼذاد تَاثغ پبیِ  دلیل

 یؼٌی:

(9-22)          {
5                     5 2    
2                        5 2     

 

  ثبؿذ.هی ثشاثش یه تمشیتهدوَع تَاثغ ؿىل دس ّش ًمٌِ دلخَاُ اص داهٌِ افشاص ٍاحذ:  (1

(9-21) ∑      5

 

  5

 

 پبیِ وبهل ثبؿٌذ خَاّین داؿت:: اگش تَاثغ 2ثبصتَلیذ خٌیتَاًبیی  (6

(9-26) ∑         

 

  5

 

 ای ّؼتٌذ.ّب داسای ؿىل چٌذ خولِای: تَاثغ ؿىل ٍ هـتمبت آىؿىل چٌذ خولِ (1

 ثبؿذ. كفش هی تمشیتفـشدگی: همذاس ایي تَاثغ خبسج اص داهٌِ  (1

                                                 
1
‌reproducibility 

2
‌linear reproucibility 
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اػت، دس ّش ًبحیِ  تمشیتهوىي اػت یه ًمٌِ دلخَاُ اص داهٌِ ولی وِ هتؼلك ثِ چٌذ داهٌِ هحلی ػبصگبسی:  (3

ػلت ایي اهش ػذم ثِ ػجبست دیگش ایي تَاثغ ؿىل ثِ كَست ولی ػبصگبس ًیؼتٌذ.  داسای همبدیش هتفبٍتی ثبؿذ

 .   [63]ثبؿذاػتفبدُ اص تبثغ ٍصى صًگی ؿىل دس دسًٍیبثی هی

  ْب دس كَستی لبثل لجَل اػت وِ ( ت22ٌ-9ساثٌِ )
ٍخَد داؿتِ ثبؿذ )هؼىَع پزیش ثبؿذ(. ایي ؿشى ثِ ًحَُ تَصیغ  5 

ٍ تَاثغ پبیِ ثؼتگی داسد ٍ هوىي اػت ّوَاسُ ثشلشاس ًجبؿذ. ثشای حل ایي هـىل  دٍ ساُ حل  تمشیتّب دس داهٌِ گشُ

 پیـٌْبد ؿذُ اػت:

 [12-15]ثٌذی هبتشیغ اػتفبدُ اص الگَسیتن هثلث . 

 ِ[11]ایاػتفبدُ اص تَاثغ پبیِ ؿؼبػی ثِ خبی تَاثغ پبیِ چٌذخول. 

 

 LSQتَاثغ ؿىل دسًٍیبثی  -9-1

تبثغ  ثجبتي ثِ هٌظَس تبهیاص تؼذاد تَاثغ پبیِ )وِ هؼوَلاً  تمشیتداهٌِ ّبی هَخَد دس دس ایي دسًٍیبثی تؼذاد گشُ

ثِ ػجبست دیگش هؼبٍی ثَدى تؼذاد تَاثغ پبیِ ٍ تؼذاد  .(n mاػت )( ثیـتش اًذ.ؿىل تب هشتجِ خبف، اص پیؾ تؼییي ؿذُ

دس      مشیت صدى تبثغ ثشای ت اگشؿَد دس ایي حبلت ٍخَد ًذاسد. وِ یه لیذ هحؼَة هی تمشیتّبی داخل داهٌِ گشُ

 تمشیتداهٌِ ّبی هَخَد دس ( ثشای گش59ُ -9دػتگبُ هؼبدلات ) ٍ ؿذُ ( اػتفبد1ُ -9اص ّوبى ساثٌِ ) xًمٌِ دلخَاُ 

تَاى دػتگبُ سا حل ٍ ًوی ؿَداػت تؼذاد هؼبدلات اص تؼذاد هدَْلات ثیـتش هی n mتـىیل ؿَد، ثِ دلیل ایي وِ 

   ؿَد:  اػتفبدُ هی تمشیتدس ّش داهٌِ صیش  یاص هیٌیون وشدى ًَسم تفبهل ،وشد. ثِ ّویي دلیل ثشای تمشیت صدى تبثغ

(9-21)   ∑[         ]
2

 

  5

 

n ُّبی هیذاى ّؼتٌذ. ثب همبدیش تبثغ تمشیت دس گشُ       ای ٍ همبدیش گشُ   ، تمشیتّی هَخَد دس داهٌِ تؼذاد گش

 :(  داسین1-9اػتفبدُ اص ساثٌِ )

(9-21) 
       ∑        

 

  5

 { 5         2                 } {

 5
 

  

}

               

 ّذ ثَد:ا( ثِ كَست صیش خ21َ-9ؿىل هبتشیؼی ساثٌِ ) ایي تشتیتثِ 

(9-23)   [      ][      ] 
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 ؿَد: هـتك گشفتِ هی  ًؼجت ثِ    ، اص وٌٌذهیٌیون هی   ثشای ثِ دػت آٍسدى هدوَػِ هشایجی وِ ًَسم 

(9-92) 
  

  
 2 ⇒        2 ⇒        

   ( سا دس92-9ًشفیي ساثٌِ ) ،پزیش ًیؼتثَدُ ٍ هؼىَع n×mیه هبتشیغ    ثِ دلیل ایي وِ 
اػت(  m×n)وِ   

 حبكل ؿَد:( اػت، m×m )یه هبتشیغ هشثؼی وِ A تبای هشة وشدُ ثِ گًَِ

(9-95)   
       

    

(9-92)     
    

(9-99)     
  

 داسین:( 95-9( دس )99-9( ٍ )92-9ثب خبیگزاسی )

(9-92)        

 ثب حل هؼبدلِ فَق خَاّین داؿت:

(9-91)     5    

 ین داؿت:ّخَا (1-9( دس )99 -9ثب خبیگزاسی )

(9-96)                     5         

(x)Φ ؿَد:ثشداس تَاثغ ؿىل ثَدُ ٍ ثِ كَست صیش تؼشیف هی 

(9-91)       { 5    2         }         5  

ّب ٍ تَاثغ پبیِ ثبثت ّؼتٌذ )هبداهی وِ تَصیغ گشُ تمشیتداهٌِ ثشای ّش ًمٌِ دلخَاُ داخل   دس ایي حبلت ًیض هشایت 

  داخل ًبحیِ تغییش ًىٌذ(.

ػلت  ثبؿذ ثب ایي تفبٍت وِ دس ایي تَاثغ ؿىل ثِهی PIMدلیمبً هـبثِ تَاثغ ؿىل دسًٍیبثی ّبی ایي تَاثغ ؿىل ٍیظگی

وٌذ ٍ خبكیت ّب ػجَس ًویّب اص تؼذاد تَاثغ پبیِ، تبثغ تمشیت حبكل اص ایي دسًٍیبثی اص توبم گشُثیـتش ثَدى تؼذاد گشُ

ایي تَاثغ ؿىل ثب تَاثغ ؿىل هشثؼی ثَدُ ٍ    ثبؿذ، آى گبُ هبتشیغ      (. اگش 2-9دلتبی وشًٍىش سا ًذاسد )ؿىل 

 صیشا:  یىؼبى خَاٌّذ ثَد PIMدسًٍیبثی 

(9-91) 
             5          

     5  
         

 5   
   5  

 

        
 5 
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 WLSتَاثغ ؿىل دسًٍیبثی  -9-6

، ًَسم (21-9ثبؿذ ٍلی ثِ خبی هیٌیون وشدى ًَسم )هی LSQدس ایي دسًٍیبثی توبم ؿشایي هـبثِ ؿشایي دسًٍیبثی 

 : ؿَدصیش هیٌیون هی ٍصًی

(9-93)    ∑         [ 
        ]

2

 

  5

 

ّبی هَخَد دس تؼذاد گشُ  ، تمشیتّبی هَخَد دس داهٌِ هختلبت ػبیش گشُ   ، تمشیتهشوضی داهٌِ  ًمٌِهختلبت    

ثشای ایي وِ تَاثغ ؿىل حبكل اص ایي دسًٍیبثی اػت ٍ ( تمشیت)هشوض داهٌِ   گشُ  دس تبثغ ٍصى   ٍ  تمشیتداهٌِ 

 ؿشایي صیش ثبؿذ: ایپیَػتِ ٍ ّوَاس ثبؿٌذ ثبیذ داس

 .2          هثجت ثبؿذ یؼٌی:  تمشیتدسٍى داهٌِ  .5

 .2          كفش ثبؿذ:  تمشیتثیشٍى داهٌِ  .2

ال اػت.( ٍ ثب فبكلِ گشفتي اص ایي ًمٌِ ثِ ًَس داسای ثیـتشیي همذاس هثجت ثَدُ )همذاس یه ایذُ   دس گشُ  .9

 وٌذ )صًگی ؿىل یب داسای تَصیغ گَػی(. یىٌَاخت ثِ كفش هیل

 ّوَاس ثبؿذ. تمشیتثِ اًذاصُ وبفی ثِ ٍیظُ سٍی هشصّبی داهٌِ  .2

 

 

 

 .LSQای دس دسًٍیبثی تبثغ تمشیت ٍ همبدیش گشُ -2-9ؿىل 

𝑥𝑖 

𝑢  𝑥𝑖  
 

0 

𝑢𝑖  

𝑢 

𝑥  
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ػجبستٌذ ّب تشیي آى تَاى تَاثغ هختلفی سا ثِ ػٌَاى تبثغ ٍصى اًتخبة ًوَد وِ هتذاٍلّبی روش ؿذُ هیثِ ٍیظگی ثب تَخِ

 اص:

 :تبثغ ٍصى ًوبیی 

(9-22)          
   

|    |
 

 2
    

  
 
 2

5     
  
 
 2

 

ؿَد. دس ّبی ػذدی تؼییي هیب آصهبیؾثبثتی اػت وِ ث cٍ    ٍ   فبكلِ ثیي  |    |، تمشیتداهٌِ اًذاصُ ًلف    

 ثشخی هشاخغ ایي تبثغ ثِ كَست صیش ثیبى ؿذُ اػت:

 

(9-25)          { 
  

  
 
 2

     5
2    5

 

 وِ:

(9-22)     
|    |

  
 

                                         

 ًِ5ایتبثغ ٍصى صثب
 دسخِ ػِ: 

(9-29)          

{
 
 

 
 

 

2
9
 2  

2  2  
9    2 1

 
2
9
 2   2  

9  
2
9
  

9 2 1     5

2       5

  

 ًِدسخِ چْبس:  ایتبثغ ٍصى صثب 

(9-22)          {
5  6  

2  1  
9  9  

2               5
2                                                   5

 

دس دس ًوَداسّبی صیش ایي تَاثغ ٍصى دس حبلت یه ثؼذی  ؿَد.تؼشیف هی (22-9هـبثِ )   ( 22-9( ٍ )29-9دس سٍاثي )

5 گؼتشؽ یبفتِ دس فبكلِ  تمشیتداهٌِ   ّب سػن ؿذُ اػت. ثِ ّوشاُ هـتك اٍل آى 5   
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دلیمبً كفش ًیؼتٌذ اهب ایي همبدیش ثؼیبس  تمشیت( ٍ هـتمبت آى سٍی هشصّبی داهٌِ 25-9اگش چِ تبثغ ًوبیی ثب هبثٌِ )

 ثضسي تَلیذ خٌبی چٌذاًی ًخَاّذ وشد تمشیتّبی وَچه ثَدُ ٍ دس فشآیٌذّبی ػذدی ثِ ٍیظُ دس داهٌِ

 

 ( c = 2.9: ًوبیی )W9ای دسخِ چْبس، : صثبW2ًِ، 9ای دسخِ : صثبW5ًِتَاثغ ٍصى.  -1-9ؿىل 

 (. c = 2.9: ًوبیی )W9ای دسخِ چْبس، : صثبW2ًِ، 9ای دسخِ : صثبW5ًِهـتك تَاثغ ٍصى.  -6-9ؿىل 
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خَاّین  ،اًدبم ؿذ LSQًظیش آًچِ دس هَسد دسًٍیبثی  یهشاحلٍ تىشاس   ًؼجت ثِ  (93-9هـتك گیشی اص ساثٌِ ) ثب. 

 داؿت:

(9-21)     5    

(9-26)     
     

(9-21)     
   

 :ؿَدهبتشیغ تبثغ ٍصى ثَدُ ٍ ثِ ؿىل صیش تؼشیف هی   وِ

(9-21)   [
    5      2

   
2           

] 

 ( خَاّین داؿت:1-9( دس )21-9ثب خبیگزاسی )

(9-23)                     5         

(x)Φ ؿَد:ؿىل ثَدُ ٍ ثِ كَست صیش تؼشیف هی ثشداس تَاثغ 

(9-12)    { 5    2         }         5  

ّب ٍ تَاثغ پبیِ ثبثت ّؼتٌذ )هبداهی وِ تَصیغ گشُ تمشیتداهٌِ ثشای ّش ًمٌِ دلخَاُ داخل   دس ایي حبلت ًیض هشایت 

ثبؿذ ثب ایي تفبٍت وِ دس هی LSQّبی تَاثغ ؿىل ٍیظگیهبًٌذ ًیض ّبی ایي تَاثغ ؿىل ٍیظگی داخل ًبحیِ تغییش ًىٌذ(.

ؿَد وِ هیضاى ًَسم ثِ دػت آهذُ ثشای ّش گشُ دس خَد آى ّبی روشؿذُ ػجت هیحوَس تبثغ ٍصى ثب ٍیظگی ،ایي حبلت

ؿَد( ٍ ثبػث ّب یه ًَسم تؼییي هیثشای ّوِ گشُ LSQگشُ اّویت ثیـتشی پیذا ًوبیذ )دس حبلی وِ دس دسًٍیبثی 

  گشدد.هیتش ؿذى تمشیت( ٍ ثْجَد خبكیت دلتبی وشًٍىش )دلیك تمشیت دس ول داهٌِبثغ ثیـتش تػبصگبسی 

  

 MLSتَاثغ ؿىل دسًٍیبثی  -9-1

ثَدُ ثب ایي  WLSؿَد هبًٌذ دسًٍیبثی ّبی ثذٍى ؿجىِ اػتفبدُ هیایي دسًٍیبثی وِ ثِ ًَس گؼتشدُ دس سٍؽ

-( تؼشیف هیتمشیت ِیب هشوض داهٌ   وِ دس آى تبثغ ٍصى تٌْب دس یه گشُ هـخق ) WLSثش خلاف دسًٍیبثی تفبٍت وِ 

ؿَد ثِ ػجبست دیگش تبثغ ٍصى سٍی داهٌِ تؼشیف هی تمشیتدس ّش ًمٌِ دلخَاُ اص داهٌِ  تبثغ ٍصىؿَد، دس ایي دسًٍیبثی 

ثٌبثشایي ثشای  (.6-9حذالل هشثؼبت هتحشن ؿْشت داسد )ؿىل وٌذ ٍ ثِ ّویي دلیل ایي دسًٍیبثی  ثِ حشوت هی تمشیت

تَاًذ هی   د ثب ایي تفبٍت وِ دس ایي حبلت، َ( سا هیٌیون ًو93-9ثبیذ ّوبى ًَسم )  پیذا وشدى هشایت هدَْل 

 ثبؿذ: تمشیتهختلبت ّش ًمٌِ دلخَاّی دس داهٌِ 
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(9-15)    ∑         [ 
        ]

2

 

  5

 

اص ًظش هحبػجبتی همشٍى ثِ كشفِ ًیؼت، تبثغ  تمشیتاهب اص آًدب وِ تؼشیف وشدى تبثغ ٍصى دس ّش ًمٌِ دلخَاُ اص داهٌِ 

 ؿَد یؼٌی:( هحبػجِ هی  تؼشیف ؿذُ ٍ همذاس آى دس ّش ًمٌِ دلخَاُ )(   )ّب ٍصى تٌْب ثشای گشُ

(9-12)                     

( هـخق اػت ًِ تٌْب خٌبی چٌذاًی ایدبد ًخَاّذ ًوَد ثلىِ دس حبلتی وِ 6-9چٌبًچِ اص ؿىل )اػتفبدُ اص تمشیت 

 :یىؼبى ثبؿذ ثب حبلت اكلی، ّیچ گًَِ تفبٍتی ًذاسد. ثب اػتفبدُ اص ساثٌِ فَق داسین 5ایفبكلِ گشُ

(9-19)      ∑         [ 
        ]

2

 

  5

 

 ، ًْبیتبً خَاّین داؿت: اًدبم ؿذ LSQ  ٍWLSثب اًدبم ػولیبتی هـبثِ آًچِ دس هَسد دسًٍیبثی 

(9-12)     5          

  وِ:

(9-11)        
     

(9-16)        
   

 ؿَد:ثَدُ ٍ ثِ كَست صیش تؼشیف هی  تبثؼی اص ( دس ایي حبلت  ٍ   ّبی هبتشیغ تبثغ ٍصى )ٍ هتؼبلجبً هبتشیغ  وِ 

(9-11)   [
 5     5  2

   
2           

] 

 آیٌذ:( تبثغ تمشیت ٍ تَاثغ ؿىل ثِ كَست صیش ثِ دػت هی1-9( دس )12-9ثب خبیگزاسی ساثٌِ )

(9-11)                     5               

(9-13)    { 5    2         }         5        

-همبدیش هتفبٍتی خَاٌّذ داؿت. ٍیظگی تمشیتثبؿٌذ، یؼٌی، ثشای ّش ًمٌِ دس داهٌِ هی  تبثغ   دس ایي دسًٍیبثی هشایت 

ثبؿذ ثب ایي تفبٍت وِ ثِ دلیل حشوت تبثغ ٍصى سٍی هی WLSّبی تَاثغ ؿىل حبكل اص ایي دسًٍیبثی هبًٌذ تَاثغ ؿىل 

ّبی دیگش ثشای دسًٍیبثی ثش خلاف دسًٍیبثیایي  اص ایي سٍ .، تبثغ تمشیت ثِ كَست ولی ػبصگبس خَاّذ ثَدتمشیتداهٌِ 

 . ّوچٌیي تَاثغ ؿىل ولی ًیض هٌبػت اػتّبی ثذٍى ؿجىِ اػتفبدُ دس سٍؽ
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